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Анотацiя

Комарницький В. Методичнi пiдходи до навчання учнiв розв’язування олiмпiадних
задач на числовi послiдовностi. – Рукопис. – 65 с.

Магiстерська робота «Методичнi пiдходи навчання учнiв розв’язуванню олiмпiадних
задач на числовi послiдовностi» присвячена створенню цiлiсної моделi олiмпiадної
пiдготовки в умовах факультативiв i математичних гурткiв. На основi аналiзу лiте-
ратури уточнено роль задач на послiдовностi в розвитку логiчного й творчого мисле-
ння учнiв та запропоновано розширену класифiкацiю таких задач. Систематизовано
основнi методичнi пiдходи й розроблено систему тренувальних та олiмпiадних задач
iз практичними рекомендацiями щодо їх використання. Отриманi результати можуть
бути безпосередньо впровадженi у шкiльну практику роботи з обдарованими учня-
ми.

Ключовi слова i фрази: числовi послiдовностi, методичнi пiдходи, олiмпiади.

Annotation

Komarnytskyi. M. Methodological Approaches to Teaching Students to Solve Olympiad
Problems on Numerical Sequences. – Manuscript. – 65 p.

The master’s thesis “Methodological Approaches to Teaching Students to Solve Olympiad
Problems on Numerical Sequences” is devoted to designing an integrated model of Olympi-
ad training in the context of elective courses and mathematics clubs. Based on an analysis
of the relevant literature, the study clarifies the role of sequence problems in developing
students’ logical and creative thinking and proposes an extended classification of such
problems. The main instructional approaches are systematized, and a system of training
and Olympiad-style problems is developed, accompanied by practical recommendations
for their use. The results can be directly implemented in school practice when working
with gifted students.

Keywords and phrases: numerical sequences, methodological approaches, olympiads.
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Вступ

Актуальнiсть теми дослiдження

Актуальнiсть дослiдження зумовлена низкою факторiв:

1. Стратегiчна важливiсть: Пiдготовка обдарованої учнiвської молодi та роз-
виток математичних здiбностей є прiоритетним завданням сучасної профiльної
освiти. Математичнi олiмпiади є однiєю з найефективнiших форм виявлення та
розвитку таких учнiв.

2. Фундаментальнiсть теми: Задачi на числовi послiдовностi є наскрiзною та
фундаментальною темою олiмпiадної математики. Вони синтезують у собi iдеї
з рiзних галузей — алгебри, теорiї чисел, математичного аналiзу та комбiнато-
рики [1, 6, 5], що робить їх складними для систематичного вивчення.

3. Методичнi виклики: На практицi вчителi часто стикаються з браком си-
стематизованих методичних матерiалiв. Iснує багато розрiзнених збiрникiв
задач, проте бракує робiт, якi б:

• По-перше, пропонували глибоку та повну класифiкацiю цих задач
(включаючи рекурентнi, iтерацiйнi, аналiтичнi, комбiнаторнi типи) [3, 8, 6].

• По-друге, адаптували б перевiренi, традицiйнi методичнi пiдходи (ев-
ристичнi бесiди, метод математичної iндукцiї, аналiз з кiнця, узагальнення,
аналогiя) до кожного конкретного пiдтипу задач [11, 3, 18].

4. Потреба практики: Iснує суперечнiсть мiж високою частотою використання
задач на послiдовностi на олiмпiадах рiзного рiвня та недостатньою розробленi-
стю цiлiсної методичної системи пiдготовки учнiв до їх розв’язування в умовах
факультативної та гурткової роботи [4].

Таким чином, розробка науково обґрунтованих методичних пiдходiв, що система-
тизують традицiйнi пiдходи до навчання учнiв розв’язуванню широкого класу олiм-
пiадних задач на числовi послiдовностi, є актуальною науково-методичною пробле-
мою.

Мета i завдання дослiдження

Мета дослiдження: Теоретично обґрунтувати та розробити методичнi пiдходи (си-
стему задач та методичних рекомендацiй) для навчання учнiв розв’язуванню олiм-
пiадних задач на числовi послiдовностi на основi систематизацiї та адаптацiї тради-
цiйних методичних пiдходiв.

Завдання дослiдження:
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1. Проаналiзувати психолого-педагогiчну, математичну та науково-методичну лi-
тературу для визначення ролi та мiсця олiмпiадних задач на числовi послiдов-
ностi у розвитку математичних здiбностей учнiв [9, 12, 10, 16].

2. Здiйснити деталiзовану класифiкацiю олiмпiадних задач на числовi послi-
довностi за змiстовними та методичними ознаками (способом задання, типом
питання, методом розв’язання) [5, 1, 6, 13, 7].

3. Систематизувати традицiйнi методичнi пiдходи, прийоми та евристичнi стра-
тегiї, що довели свою ефективнiсть у навчаннi розв’язуванню задач пiдвищеної
складностi [11, 3, 18].

4. Адаптувати видiленi методичнi пiдходи до кожного класу задач з розробленої
класифiкацiї.

5. Сформулювати методичнi рекомендацiї для вчителiв математики щодо викори-
стання вироблених методичних пiдходiв.

Об’єкт i предмет дослiдження

Об’єкт дослiдження: Процес навчання математики учнiв 8-11 класiв в умовах
профiльної освiти та позакласної (гурткової, факультативної) роботи.

Предмет дослiдження: Змiст, традицiйнi методи, прийоми та форми органiзацiї
навчання учнiв розв’язуванню олiмпiадних задач на числовi послiдовностi.

Методи дослiдження

Для розв’язання поставлених завдань було використано комплекс теоретичних та
емпiричних методiв:

1. Теоретичнi:

• Аналiз та синтез: вивчення науково-методичної лiтератури для визначе-
ння теоретичних засад дослiдження.

• Систематизацiя та класифiкацiя: для структурування змiсту навчаль-
ного матерiалу та розробки деталiзованої типологiї олiмпiадних задач на
числовi послiдовностi (п. 1.3 змiсту).

• Узагальнення: для формулювання висновкiв та методичних рекоменда-
цiй.

2. Емпiричнi:

• Аналiз олiмпiадних завдань рiзних рiвнiв (районних, обласних, всеукра-
їнських) для побудови системи задач [19].

• Аналiз iснуючих методичних посiбникiв та шкiльних пiдручникiв для ви-
явлення “методичних прогалин”.

• Педагогiчне моделювання та проєктування: для розробки вiдповiд-
ної системи задач.
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Наукова новизна одержаних результатiв

Наукова новизна дослiдження полягає в тому, що:

1. Уточнено та розширено класифiкацiю олiмпiадних задач на числовi по-
слiдовностi, яка, на вiдмiну вiд iснуючих, комплексно враховує спосiб задання
послiдовностi (рекурентний, iтерацiйний, комбiнаторний, явний) та тип мате-
матичного апарату, необхiдний для розв’язання (теорiя чисел, математичний
аналiз, оцiнки) [5, 1, 6, 13, 7].

2. Подальшого розвитку набула систематизацiя традицiйних методичних пiд-
ходiв (евристичнi бесiди, метод аналогiй, узагальнення, метод iндукцiї) через
їх цiлеспрямовану адаптацiю до кожного конкретного типу задач iз розро-
бленої класифiкацiї [11, 15].

3. Розроблено цiлiсну систему задач для факультативних занять, що базує-
ться на цiй деталiзованiй класифiкацiї та дозволяє органiзувати поетапне фор-
мування необхiдних умiнь та навичок в учнiв [4].

Практичне значення одержаних результатiв

Практичне значення полягає у безпосереднiй готовностi розроблених матерiалiв
до впровадження в освiтнiй процес.

Матерiали роботи можуть бути використанi вчителями математики, керiвниками
математичних гурткiв, студентами-магiстрантами пiд час педагогiчної практики, а
також в системi пiслядипломної педагогiчної освiти.

Апробацiя результатiв дослiдження

Основнi положення та результати дослiдження доповiдалися та обговорювалися на
Мiжнароднiй науково-практичнiй конференцiї "Актуальнi проблеми сучасної нау-
ки"(м. Дрогобич, 2025).

Результати дослiдження вiдображенi у публiкацiї [21].

Структура та обсяг роботи

Магiстерська робота складається зi вступу, трьох роздiлiв, висновкiв до кожного
роздiлу, загальних висновкiв, списку використаних джерел та додаткiв.

Загальний обсяг роботи – 65 сторiнок, з них 58 сторiнок – основний текст. Список
використаних джерел налiчує 21 найменування.
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Роздiл 1

Науково-теоретичнi засади вивчення
числових послiдовностей в умовах
олiмпiадної пiдготовки

1.1 Олiмпiадна задача як iнструмент розвитку твор-
чого потенцiалу учнiв

Провiдною метою сучасної математичної освiти, згiдно з державними стандартами
та освiтнiми програмами, є не лише засвоєння учнями певної суми знань, умiнь та
навичок, але й, що бiльш важливо, розвиток їхнього логiчного та критичного мисле-
ння, здатностi до самостiйної пiзнавальної дiяльностi та розв’язання нестандартних
проблем. У цьому контекстi робота з обдарованими учнями та, зокрема, пiдготов-
ка до математичних олiмпiад, набуває особливого значення, виступаючи потужним
каталiзатором iнтелектуального розвитку [11, 12, 18, 19, 20].

Центральним елементом цiєї системи пiдготовки є олiмпiадна задача. На вiдмi-
ну вiд стандартної (тренувальної) шкiльної задачi, яка, як правило, призначена для
iлюстрацiї та закрiплення конкретного методу чи алгоритму, олiмпiадна задача має
фундаментальнi вiдмiнностi. Головна її дидактична функцiя — не контроль репроду-
ктивних знань, а стимулювання продуктивної, творчої дiяльностi учня [3, 2, 18].

Ми визначаємо олiмпiадну задачу як навчальну проблему, що:

• не має очевидного та вiдомого учневi алгоритму розв’язання;

• вимагає для свого розв’язання оригiнальної комбiнацiї iдей та методiв, що часто
виходять за межi одного роздiлу шкiльної програми;

• спрямована на глибокий аналiз умов, пошук прихованих закономiрностей та
побудову власної стратегiї розв’язання.

Саме така структура задачi обумовлює її унiкальний розвивальний потенцiал.
Процес розв’язування олiмпiадної задачi змушує учня вiдiйти вiд репродуктивного
мислення («Який метод тут треба застосувати?») i перейти до пошукової евристи-
чної дiяльностi («Якi властивостi має цей об’єкт? Що буде, якщо я спробую...?»).[11,
3]

У дослiдженнях видатних математикiв та методистiв (Д. Пойа, В. А. Крутецький,
I. Ф. Тесленко та iн.) неодноразово пiдкреслювалося, що саме в процесi пошуку
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розв’язку нестандартної задачi формуються ключовi компоненти математичних здi-
бностей та творчого мислення [11, 12, 3, 18, 2]. Розв’язуючи олiмпiаднi задачi, учень
активно розвиває:

1. Гнучкiсть мислення — здатнiсть швидко вiдмовлятися вiд хибного шляху та
генерувати новi гiпотези.

2. Аналiтико-синтетичнi навички — вмiння розкласти складну проблему на
простiшi компоненти (аналiз) та поєднати розрiзненi факти у єдиний ланцюжок
доведення (синтез).

3. Навички узагальнення та абстрагування — здатнiсть побачити загальний
принцип за низкою окремих випадкiв (наприклад, при «розкручуваннi» реку-
рентної послiдовностi).

4. Математичну iнтуїцiю — здатнiсть передчувати правильний напрямок по-
шуку, базуючись на попередньому досвiдi та естетичних мiркуваннях (пошук
«красивого» розв’язку).

5. Iнтелектуальну наполегливiсть — вольову якiсть, необхiдну для тривалої
концентрацiї та подолання «тупикових» ситуацiй.

Сукупнiсть цих якостей, що формуються та розвиваються у процесi системати-
чного розв’язування олiмпiадних задач, ми i визначаємо як творчий потенцiал
учня в галузi математики. Це не просто набiр знань, а динамiчна система iнтеле-
ктуальних та особистiсних якостей, що дозволяє учневi ефективно дiяти в умовах
невизначеностi та генерувати новi iдеї [12, 3].

У контекстi даної магiстерської роботи задачi на числовi послiдовностi виступа-
ють особливо цiнним iнструментом. Вони є багатим джерелом проблем, що природно
iнтегрують методи алгебри, теорiї чисел та початкiв математичного аналiзу, i вимага-
ють вiд учнiв застосування повного арсеналу вищезазначених евристичних прийомiв
та розумових операцiй [6, 1, 18, 21].

1.2 Психолого-педагогiчнi аспекти засвоєння учня-
ми абстрактних математичних понять

Успiшне розв’язання олiмпiадних задач, особливо в такiй темi, як «числовi послiдов-
ностi», нерозривно пов’язане не лише з математичною пiдготовкою, але й з психо-
логiчною готовнiстю учнiв оперувати об’єктами високого рiвня абстракцiї. Поняття
«числова послiдовнiсть» саме по собi є складним абстрактним об’єктом — це фун-
кцiя, визначена на множинi натуральних чисел, нескiнченний набiр елементiв, що
часто пiдкорюється не очевидним, прихованим закономiрностям.

З точки зору когнiтивної психологiї (зокрема, теорiй Ж. Пiаже [9]), повноцiн-
не оперування такими абстракцiями вимагає розвиненого формально-логiчного
мислення. Цей етап розвитку, що зазвичай припадає на пiдлiтковий вiк, характе-
ризується здатнiстю оперувати гiпотезами, висувати припущення, працювати iз «мо-
жливим», а не лише з «конкретним». Однак навiть у старшокласникiв цей перехiд не
завжди завершений. Багато учнiв вiдчувають труднощi при переходi вiд конкретних
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обчислень (знаходження перших п’яти членiв послiдовностi) до узагальнених мiрку-
вань про властивостi всiєї послiдовностi (напр., доведення монотонностi чи обмеже-
ностi) [9, 6].

Ключовими психолого-педагогiчними аспектами, що впливають на засвоєння аб-
страктних понять, є:

1. Проблема переходу вiд конкретного до абстрактного. Первинне знайом-
ство з послiдовнiстю вiдбувається через її першi члени — конкретнi числа. Пси-
хологiчна складнiсть полягає в тому, щоб побачити за цими числами загальний
закон, формулу n-го члена або рекурентне спiввiдношення. Методично це озна-
чає необхiднiсть будувати процес навчання на iндуктивних мiркуваннях —
вiд аналiзу окремих прикладiв до висунення гiпотези та її подальшого доведе-
ння (яке вже вимагає дедукцiї, напр., методом математичної iндукцiї) [9, 12].

2. Роль мотивацiйного компоненту. Абстрактнi задачi часто сприймаються
учнями як «сухi» та вiдiрванi вiд реальностi. Для пiдтримки пiзнавального iн-
тересу вчитель має використовувати проблемнi ситуацiї та задачi з «цiкавим»
формулюванням. В контекстi олiмпiад, потужним мотиватором виступає дослi-
дницький характер задач та елемент змагання. Успiх у розв’язаннi однiєї скла-
дної задачi може кардинально пiдвищити самооцiнку та iнтерес учня [12, 19, 20].

3. Подолання когнiтивних бар’єрiв та «математичної тривожностi». Скла-
днiсть олiмпiадних задач може провокувати страх помилки та «ступор» —
учень не знає, з чого почати, i боїться зробити неправильний крок. Ефективна
методична система має бути спрямована на формування в учнiв евристичних
прийомiв («А що, якщо...?», «Спробую розглянути простiший випадок», «Чи
бачив я схожу задачу?»). Педагогiчно важливо створити атмосферу, де пошук
та гiпотеза цiнуються не менше за правильну вiдповiдь [12, 3].

4. Розвиток «почуття форми». Досвiдченi розв’язувачi олiмпiадних задач ча-
сто говорять про «красу» математичної iдеї. Це пов’язано з розвитком спе-
цифiчної iнтуїцiї, здатностi бачити структурнi аналогiї. Наприклад, побачити у
рекурентному спiввiдношеннi an+1 = an+n зв’язок iз сумою арифметичної про-
гресiї. Формування цього «почуття» вимагає вiд учителя демонстрацiї рiзних
методiв розв’язання однiєї задачi та акцентування уваги на найбiльш елеган-
тних та унiверсальних пiдходах [10, 15, 17].

Таким чином, методична система навчання розв’язуванню задач на послiдовностi
має будуватися з урахуванням цих психологiчних аспектiв. Вона повинна забезпе-
чувати поступовий перехiд вiд конкретних прикладiв до абстрактних узагальнень,
пiдтримувати високий рiвень пiзнавальної мотивацiї через проблемне навчання та ев-
ристичнi методи, а також формувати в учнiв впевненiсть у власних силах при роботi
зi складними математичними об’єктами [9, 12].
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1.3 Розширена класифiкацiя олiмпiадних задач на
числовi послiдовностi за способом задання та ти-
пом питання

1.3.1 Задачi на послiдовностi, заданi рекурентно

1.3.1.1 Лiнiйнi рекурентнi спiввiдношення (метод характеристичного рiв-
няння)

Значний пласт олiмпiадних задач присвячений послiдовностям, кожен наступний
член яких виражається як лiнiйна комбiнацiя k попереднiх членiв. Такi спiввiд-
ношення називають лiнiйними рекуренцiями k-го порядку [6, 5] i вони мають
вигляд:

an+k = c1an+k−1 + c2an+k−2 + · · ·+ ckan

де c1, . . . , ck є сталими коефiцiєнтами (ck ̸= 0), а k — порядок рекуренцiї.
Ключова задача для таких послiдовностей — знаходження формули загального

члена an як функцiї вiд n. Традицiйний та найбiльш потужний iнструмент для цього
— метод характеристичного рiвняння [6, 5, 1]. Суть методу полягає у тому,
що ми шукаємо розв’язки у формi an = λn. Пiдстановка такої форми у рекурентне
спiввiдношення (пiсля дiлення на λn) приводить до алгебраїчного рiвняння:

λk − c1λ
k−1 − c2λ

k−2 − · · · − ck−1λ− ck = 0

Це рiвняння i називається характеристичним для даної рекуренцiї.
Загальний розв’язок an повнiстю визначається k початковими членами послiдов-

ностi та залежить вiд набору коренiв λ1, . . . , λk характеристичного рiвняння.

1. Випадок простих коренiв. Якщо характеристичне рiвняння має k рiзних
коренiв (λ1, . . . , λk), загальна формула для n-го члена є лiнiйною комбiнацiєю
їхнiх степенiв:

an = A1λ
n
1 + A2λ

n
2 + · · ·+ Akλ

n
k

Коефiцiєнти Ai однозначно визначаються з системи лiнiйних рiвнянь, що утво-
рюється початковими умовами (напр., a0, . . . , ak−1).

2. Випадок кратних коренiв. Якщо корiнь λj має кратнiсть mj > 1, його вне-
сок у загальну формулу ускладнюється. Окрiм λn

j , розв’язками також будуть
nλn

j , n
2λn

j , . . . , n
mj−1λn

j . Тому вiдповiдний доданок у загальному розв’язку набу-
ває вигляду:

(A0 + A1n+ · · ·+ Amj−1n
mj−1) · λn

j

На практицi, в олiмпiадних задачах найчастiше фiгурують рекуренцiї другого
порядку (k = 2) типу an+2 = pan+1 + qan. Класичним прикладом є послiдовнiсть
Фiбоначчi, для якої p = q = 1, що приводить до вiдомої формули Бiне через коренi
рiвняння λ2 − λ− 1 = 0 [6, 2].

Задачi цього типу вимагають вiд учнiв не стiльки евристичного пошуку, скiльки
впевненого володiння технiчним апаратом: розв’язуванням алгебраїчних рiвнянь та
систем лiнiйних рiвнянь [3, 18].
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1.3.1.2 Нелiнiйнi рекуренцiї та рекуренцiї «з родзинкою» (методи пiдста-
новок, пошук iнварiантiв)

Ця категорiя задач кардинально вiдрiзняється вiд попередньої (1.3.1.1) через вiд-
сутнiсть єдиного унiверсального алгоритму розв’язання. Сюди належать рекурентнi
спiввiдношення, в яких an+k не є лiнiйною комбiнацiєю попереднiх членiв. Приклада-
ми є спiввiдношення, що мiстять добутки, степенi, дробовi або iррацiональнi вирази:

an+1 =
1

an
, an+1 =

√
a2n + 1, an+1 = an +

1

an−1

Якщо лiнiйнi рекуренцiї вимагають переважно технiчних навичок, то нелiнiйнi задачi
потребують дослiдницького пiдходу та евристичного пошуку [3, 18].

Головною дидактичною цiннiстю таких задач є те, що вони навчають учнiв не
дiяти за шаблоном, а трансформувати проблему. Два провiднi традицiйнi методи
тут:

1. Метод пiдстановок (зведення до вiдомого). Це найбiльш поширений при-
йом, що полягає у спробi лiнеаризувати задачу або звести її до простiшого,
вже вiдомого типу (арифметичної/геометричної прогресiї, лiнiйної рекуренцiї).
Ключова iдея — знайти таку функцiю f , щоб нова послiдовнiсть bn = f(an)
пiдкорялася простiшому закону. Типовi прийоми включають:

• Логарифмування: Ефективне, якщо рекуренцiя мiстить добутки чи степенi
(напр., an+1 = a2n).

• Оберненi величини: Використання bn = 1/an (напр., для дробово-лiнiйних
перетворень типу an+1 =

an
1+c·an ).

• Тригонометричнi та гiперболiчнi пiдстановки: Використовуються, коли
формула нагадує тригонометричнi тотожностi (напр., an+1 = 2a2n − 1 лiне-
аризується пiдстановкою an = cosφn) [3, 6].

2. Пошук iнварiантiв. Це значно складнiший евристичний прийом, що вимагає
глибокої iнтуїцiї. Iнварiант — це певна величина, функцiя або властивiсть, що
зберiгається при переходi вiд n до n+1. В контекстi послiдовностей, це може
бути вираз, значення якого не залежить вiд n:

I(an+k, . . . , an+1) = I(an+k−1, . . . , an) = const

Наприклад, для системи рекуренцiй{
an+1 = pan − qbn

bn+1 = qan + pbn

iнварiантом (з точнiстю до множника) буде a2n+b2n. Знайдення такого iнварiанта
часто радикально спрощує задачу або є ключем до її розв’язання [3, 18].

Категорiя «з родзинкою» охоплює задачi, де пряме застосування цих методiв не-
можливе, але розв’язок вимагає унiкального спостереження. Це може бути доведення
перiодичностi послiдовностi (напр., an+k = an для певного k), або виявлення, що по-
слiдовнiсть стабiлiзується (an = const при n ≥ N). Такi задачi найбiльше розвивають
гнучкiсть мислення та здатнiсть до оригiнальних iдей [18, 2].
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1.3.2 Послiдовностi, заданi явною формулою n-го члена

Цей клас задач формує фундаментально iнший тип виклику, нiж рекурентнi спiввiд-
ношення. Якщо в рекурентних задачах метою часто є знаходження формули n-го
члена, то тут явна формула an = f(n) надається як початкова умова. Проблемати-
ка змiщується з пошуку закономiрностi на глибокий аналiз властивостей функцiї
f(n) на дискретнiй множинi натуральних чисел N [6].

Олiмпiадний характер таких задач полягає в тому, що функцiя f(n) рiдко є про-
стою (як-от лiнiйною чи квадратичною). Вона, як правило, мiстить елементи, що
вимагають застосування методiв з iнших, часто несподiваних, роздiлiв математики.
Типовi олiмпiаднi приклади f(n) включають:

• Функцiї, пов’язанi з цiлою та дробовою частиною числа: Наприклад,
an = [nα] (де α — iррацiональне число, послiдовностi Бiттi) або an = {nα} [7, 14].

• Арифметичнi функцiї з теорiї чисел: Послiдовностi, де an визначається че-
рез d(n) (кiлькiсть дiльникiв n), σ(n) (сума дiльникiв n), φ(n) (функцiя Ейлера)
або S(n) (сума цифр числа n) [5, 1].

• Рацiональнi та алгебраїчнi вирази: Задачi, де an = P (n)
Q(n)

(де P,Q — много-
члени) або an = k

√
P (n) [6].

Основнi питання, що ставляться до таких послiдовностей, стосуються властиво-
стей їхньої множини значень. Задачi цього типу можна умовно роздiлити на кiлька
напрямкiв:

1. Теоретико-числовi властивостi: Дослiдження на подiльнiсть («При яких
n an дiлиться на m?»), пошук членiв, що є точними квадратами, простими
числами, або мають iншу задану арифметичну природу.

2. Аналiтичнi властивостi: Доведення монотонностi, обмеженостi, обчислення
границь (що перетинається з класом 1.3.9).

3. Структурнi властивостi: Дослiдження множини значень на цiлочисельнiсть
(«Чи є an цiлим числом для всiх n?»), рацiональнiсть, або питання про те, чи
може послiдовнiсть приймати певнi значення.

Таким чином, дидактична цiннiсть цих задач полягає у розвитку в учнiв навичок
математичного моделювання — здатностi побачити за «ширмою» послiдовностi
проблему з теорiї чисел, дiофантових рiвнянь чи математичного аналiзу, та застосу-
вати вiдповiдний iнструментарiй для її розв’язання. Сама послiдовнiсть тут виступає
як специфiчна форма запису та виокремлення об’єкта дослiдження [6, 1].

1.3.3 Послiдовностi, заданi комбiнаторно

Ця категорiя задач слугує важливим методологiчним мостом мiж комбiнатори-
кою та теорiєю числових послiдовностей. У задачах цього типу послiдовнiсть an не
задається анi явною формулою (як у 1.3.2), анi, на початковому етапi, рекурентним
спiввiдношенням (як у 1.3.1). Натомiсть, член an визначається як кiлькiсть пев-
них комбiнаторних об’єктiв або конфiгурацiй, параметризованих числом n. Типовi
формулювання:

14



• «Знайти, скiлькома способами можна... n об’єктiв...»

• «Нехай an — це кiлькiсть... що залежить вiд n...»

Ключовий етап розв’язання такої задачi — це математичне моделювання: учень
має самостiйно вивести рекурентне спiввiдношення, що описує an. Це вимагає
глибокого аналiзу структури комбiнаторного об’єкта [4, 2, 5]. Традицiйний методи-
чний пiдхiд полягає у тому, щоб знайти зв’язок мiж задачею для n та аналогiчними
задачами для менших значень (наприклад, n−1, n−2). Це робиться шляхом аналiзу
«останнього елемента» або «першого кроку» у побудовi об’єкта:

1. Учень аналiзує, як об’єкт розмiру n може бути сконструйований з об’єктiв роз-
мiру n− 1.

2. Або розглядає всi можливi «першi кроки» i пiдраховує, скiльки конфiгурацiй
веде до кожного з них.

Класичним прикладом є задача про замощення дошки 2 × n домiношками 1 × 2.
Аналiз останньої домiношки (чи вона стоїть вертикально, чи горизонтально) приво-
дить учня безпосередньо до спiввiдношення an = an−1 + an−2, тобто до послiдовностi
Фiбоначчi. Iншими вiдомими прикладами є числа Каталана, що виникають у бага-
тьох задачах перелiку (напр., кiлькiсть правильних дужкових структур) [4, 2]. Таким
чином, з дидактичної точки зору, цi задачi є надзвичайно цiнними. Вони навчають
учнiв не просто застосовувати вiдомi формули, а самостiйно будувати матема-
тичнi моделi — переходити вiд описової проблеми до формального рекурентного
спiввiдношення, яке потiм може бути розв’язане методами з пiдроздiлу 1.3.1 [18, 3].

1.3.4 Послiдовностi, заданi iтерацiйним процесом xn+1 = f(xn)

Цей клас задач займає унiкальне мiсце, утворюючи мiст мiж алгебраїчним поняттям
рекуренцiї та фундаментальними iдеями математичного аналiзу i теорiї динамiчних
систем. Послiдовнiсть визначається стартовим елементом x0 та iтерацiйною функцi-
єю f :

xn+1 = f(xn), n ≥ 0

На вiдмiну вiд лiнiйних рекуренцiй, де n-й член залежав вiд k попереднiх, тут вся
«пам’ять» процесу зосереджена в одному, n-му, членi [6].

Поведiнка такої послiдовностi — чи вона збiгається, чи є перiодичною, чи прямує
до нескiнченностi — повнiстю визначається властивостями функцiї f(x). Олiмпiаднi
задачi цього типу, як правило, фокусуються на дослiдженнi граничної поведiнки
послiдовностi.

Традицiйнi методичнi пiдходи до розв’язання таких задач базуються на аналiзi
функцiї f :

1. Аналiз нерухомих точок (Fixed-point analysis). Це ключовий евристичний
крок. Якщо послiдовнiсть (xn) збiгається до деякої границi L, i функцiя f(x) є
неперервною в цiй точцi, то L має бути нерухомою точкою функцiї f . Тобто,
L має задовольняти рiвняння:

L = f(L)

Розв’язання цього рiвняння дає нам кандидатiв на границю [6].

15



2. Дослiдження монотонностi та обмеженостi. Найбiльш поширений i стро-
гий метод доведення збiжностi базується на теоремi Вейєрштрасса (про мо-
нотонну та обмежену послiдовнiсть). Традицiйна методика тут полягає у двох
кроках:

• Доведення обмеженостi (часто методом математичної iндукцiї).

• Доведення монотонностi. Це часто робиться через аналiз знаку рiзницi
xn+1 − xn = f(xn)− xn. Якщо, наприклад, f(x) > x на певному промiжку,
то послiдовнiсть зростає. Властивостi f (наприклад, її зростання) безпосе-
редньо впливають на монотоннiсть xn.

[6]

3. Графiчний метод (метод «драбинки» або «павутинки»). Це потужний
вiзуальний та евристичний iнструмент. На площинi будуються графiки y =
f(x) та y = x. Починаючи з точки x0 на осi Ox, будується ламана: (x0, 0) →
(x0, f(x0)) = (x0, x1) → (x1, x1) → (x1, f(x1)) = (x1, x2) → . . . Ця конструкцiя
дозволяє вiзуально побачити, чи «притягується» послiдовнiсть до точки пере-
тину графiкiв (L = f(L)), чи «вiдштовхується» вiд неї, чи утворює цикл [6].

Дидактична цiннiсть цього класу задач полягає у формуваннi в учнiв розумiння
глибокого зв’язку мiж дискретними процесами (послiдовностями) та властивостями
неперервних функцiй (аналiзом) [6].

1.3.5 Послiдовностi, заданi через функцiональнi рiвняння

Цей клас задач представляє собою специфiчний вид функцiональних рiвнянь, де
невiдома функцiя (послiдовнiсть an) визначена на множинi натуральних чисел N. На
вiдмiну вiд рекуренцiй (1.3.1) або iтерацiй (1.3.4), що пов’язують an+k з фiксованим
набором попереднiх членiв, тут спiввiдношення пов’язує значення послiдовностi в
точках, що самi є змiнними, наприклад, m та n [6, 3].

Такi рiвняння фактично описують структурнi властивостi послiдовностi вiд-
носно арифметичних операцiй над її iндексами. Найбiльш канонiчними прикладами
є аналоги функцiональних рiвнянь Кошi, визначенi на множинi натуральних
чисел:

• am+n = am + an (адитивне рiвняння)

• am+n = aman (експоненцiйне рiвняння)

• amn = am + an (логарифмiчне рiвняння)

• amn = aman (мультиплiкативне рiвняння)

Основним традицiйним методичним пiдходом до розв’язання таких задач
є метод пiдстановок (або метод часткових значень). Вiн полягає у дослiдженнi
поведiнки послiдовностi шляхом вибору стратегiчно вигiдних, фiксованих значень
для m та n [3].

Типова евристична стратегiя учня, яку має скеровувати вчитель, виглядає так:
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1. Використання n = 1 (або m = 1). Це найпотужнiший прийом. Наприклад,
пiдстановка n = 1 в адитивне рiвняння am+n = am+an дає am+1 = am+a1. Нехай
a1 = c. Тодi ми отримуємо am+1 − am = c, що є означенням арифметичної
прогресiї.

2. Аналогiчно, для am+n = aman, пiдстановка n = 1 дає am+1 = am ·a1. Позначивши
a1 = q, отримуємо am+1 = q · am, що є означенням геометричної прогресiї.

3. Використання m = n. Ця пiдстановка (a2n = an+an = 2an або an2 = (an)
2) ча-

сто дозволяє знайти значення у точках 2, 4, 8, . . . або n, n2, n4, . . . , що допомагає
сформулювати гiпотезу.

Пiсля отримання гiпотези про вигляд an (наприклад, an = cn для адитивного
рiвняння або an = nk для мультиплiкативного), розв’язок, як правило, строго дово-
диться за допомогою методу математичної iндукцiї.

Дидактична цiннiсть цього типу задач полягає у розвитку в учнiв навичок дослi-
дження. Вони вчаться «зондувати» невiдомий об’єкт (послiдовнiсть) за допомогою
вдалих пiдстановок, висувати гiпотези на основi отриманих даних та формально до-
водити їх [3, 18].

1.3.6 Задачi на теоретико-числовi властивостi послiдовностей

Ця обширна категорiя задач вирiзняється тим, що її визначає не спосiб задання по-
слiдовностi (який може бути будь-яким з ранiше розглянутих — рекурентним, явним
тощо), а характер питання, що ставиться до її членiв. Це питання належить до
царини теорiї чисел, а члени послiдовностi an, як правило, належать до Z або Q [1, 7].
Такi задачi вимагають вiд учнiв вмiння iнтегрувати методи аналiзу послiдовностей
з iнструментарiєм теорiї чисел. Традицiйно, задачi цього класу можна роздiлити на
кiлька основних напрямкiв:

1. Задачi на подiльнiсть. Це найбiльш поширений пiдтип. До нього належать
питання про:

• Властивостi an (mod m) (знаходження залишкiв).

• Доведення, що an дiлиться на m для всiх n (або для n певної структури).

• Знаходження gcd(an, am), gcd(a1, . . . , an).

• Дослiдження «рангу появи» p у розкладi an (p-адична оцiнка).

Основний методичний iнструмент тут — арифметика за модулем та мате-
матична iндукцiя [1, 18].

2. Перiодичнiсть за модулем. Це потужний традицiйний метод. Багато послi-
довностей (навiть якщо вони самi не перiодичнi, як послiдовнiсть Фiбоначчi)
стають перiодичними при розглядi за модулем m. Доведення цього фа-
кту часто спирається на принцип Дiрiхле: оскiльки множина можливих пар
(або k-ток) залишкiв (an (mod m), an+1 (mod m)) є скiнченною, певна пара має
повторитися, що й запускає цикл. Дослiдження цих перiодiв (наприклад, перi-
одiв Пiзано) є ключем до розв’язання багатьох задач на подiльнiсть [7, 14].
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3. Дослiдження на «повноту». Питання про те, чи може послiдовнiсть (або її
залишки за модулем m) покрити всю множину Zm. Наприклад, «Чи правда,
що для будь-якого k ∈ {0, . . . ,m− 1} iснує n, таке що an ≡ k (mod m)?»

4. Задачi на специфiчну форму членiв. Це задачi, що вимагають довести або
спростувати, що члени послiдовностi можуть мати певну арифметичну природу.
Класичнi питання:

• «Чи iснують у послiдовностi точнi квадрати (куби, степенi)?»

• «Чи мiстить послiдовнiсть нескiнченно багато простих чисел?» (Надзви-
чайно складнi задачi, напр., для an = Fn).

• «Чи всi члени послiдовностi є цiлими (рацiональними)?»

[1, 5, 6]

Розв’язання таких задач часто зводиться до аналiзу дiофантових рiвнянь або
використання специфiчних властивостей (напр., квадратичних лишкiв). Дидакти-
чна цiннiсть цього класу задач полягає у демонстрацiї глибокого взаємозв’язку мiж
рiзними областями математики та формуваннi в учнiв навичок застосування аб-
страктного апарату (порiвнянь, принципу Дiрiхлe) до аналiзу конкретних об’єктiв-
послiдовностей [7, 1].

1.3.6.1 Подiльнiсть, перiодичнiсть залишкiв за модулем

Ось декiлька конкретних прикладiв олiмпiадних задач, що iлюструють цей пiдроз-
дiл [1, 2, 18, 19, 20].

• Приклад 1 (Явна формула та подiльнiсть): Дано послiдовнiсть an = 6n−1.
Довести, що для будь-якого n ∈ N an дiлиться на 5. Дослiдити, при яких n an
дiлиться на 7.

• Приклад 2 (Рекуренцiя та перiодичнiсть залишкiв): Послiдовнiсть (an)
задана умовами a1 = 1, a2 = 3 та рекурентним спiввiдношенням an+2 = an+1+an
для n ≥ 1. Довести, що an дiлиться на 4 тодi i тiльки тодi, коли n дiлиться на
6.

• Приклад 3 (Дослiдження залишкiв): Послiдовнiсть (xn) задано x1 = 7 та
xn+1 = x2

n + 1. Довести, що послiдовнiсть (xn) не мiстить жодного члена, що
дiлиться на 11.

• Приклад 4 (Властивiсть gcd): Послiдовнiсть Фiбоначчi (Fn) задана умовами
F1 = 1, F2 = 1, Fn+2 = Fn+1 + Fn. Довести, що gcd(Fn, Fm) = Fgcd(n,m).

• Приклад 5 (Теоретична перiодичнiсть): Нехай послiдовнiсть (an) задана
a0 = 0, a1 = 1 та an+2 = 2an+1 − 3an. Довести, що послiдовнiсть залишкiв an
(mod 5) є перiодичною, та знайти довжину її мiнiмального перiоду.
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1.3.6.2 Члени послiдовностей, що є квадратами, простими, рацiональни-
ми тощо

На вiдмiну вiд задач на подiльнiсть, якi аналiзують an вiдносно деякого модуля m,
цей клас задач ставить питання про абсолютну арифметичну природу самих
членiв an. Такi задачi, як правило, вимагають глибокого синтезу методiв теорiї по-
слiдовностей та апарату теорiї чисел, зокрема, теорiї дiофантових рiвнянь [6, 5, 1].

Основнi пiдтипи задач та традицiйнi методичнi пiдходи:

1. Задачi на точнi степенi (квадрати, куби). Питання ставиться у формi:
«При яких n член an є точним квадратом (кубом, k-м степенем)?» або «Довести,
що an нiколи не є точним квадратом».

• Метод зведення до дiофантових рiвнянь: Постановка an = yk часто приво-
дить до рiвняння в цiлих числах. Наприклад, для послiдовностi an = n2+1,
питання an = y2 зводиться до y2 − n2 = 1, або (y − n)(y + n) = 1, що має
розв’язки лише для n = 0 (якщо n ∈ Z).

• Метод «стискання» (sandwich method): Це потужний традицiйний при-
йом. Щоб довести, що an не є квадратом, ми «затискаємо» його мiж двома
послiдовними квадратами. Якщо вдається показати, що для всiх n > N
виконується:

(mn)
2 < an < (mn + 1)2

для деякої цiлочисельної послiдовностi mn, то an очевидно не може бути
точним квадратом.

2. Задачi на цiлочисельнiсть та рацiональнiсть. Це типовi задачi для по-
слiдовностей, заданих формулами, що мiстять радикали, або складними реку-
ренцiями. Наприклад, an =

√
n2 + 5n+ 1 («При яких n an ∈ Z?») або an =

(2 +
√
3)n + (2−

√
3)n. Традицiйний метод для другого типу — знаходження

лiнiйної рекуренцiї. Оскiльки 2±
√
3 є коренями рiвняння λ2−4λ+1 = 0, по-

слiдовнiсть an задовольняє an+2 = 4an+1 − an. Звiдси, маючи цiлi a0 = 2, a1 = 4,
методом математичної iндукцiї легко довести, що an ∈ Z для всiх n [6].

3. Задачi про простi та складенi числа. Цi задачi є одними з найскладнiших.
Питання про те, чи мiстить послiдовнiсть нескiнченно багато простих чисел,
часто є вiдкритими проблемами (напр., для an = n2+1). В олiмпiаднiй практицi
задачi зазвичай ставляться iнакше:

• Довести, що послiдовнiсть мiстить нескiнченно багато складених чи-
сел. Це часто робиться пред’явленням пiдпослiдовностi ank

, яка очевидно
дiлиться на k або iнший множник.

• Довести, що всi члени послiдовностi (можливо, з n > N) є складени-
ми. Традицiйний метод тут — алгебраїчна факторизацiя n-го члена.
Класичний приклад: an = n4 + 4. Завдяки тотожностi Софi Жермен,
n4 + 4 = (n2 − 2n + 2)(n2 + 2n + 2). Обидва множники є цiлими числа-
ми, бiльшими за 1 (для n > 1), що доводить складенiсть an [1, 18].

Дидактична цiннiсть цього класу задач полягає у розвитку в учнiв навичок аналi-
зу глибоких структурних властивостей чисел та демонстрацiї того, як методи аналiзу
(оцiнки, нерiвностi) можуть бути застосованi до суто арифметичних проблем [1, 6].
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1.3.7 Задачi на знаходження сум та добуткiв

Цей клас задач фокусується на переходi вiд послiдовностi (an) до послiдовностi її
часткових сум Sn =

∑n
k=1 ak (або добуткiв Pn =

∏n
k=1 ak). Головна мета — знайти для

Sn або Pn формулу у замкненому виглядi, тобто вираз, що залежить лише вiд
n, а не вiд змiнної iндексацiї k [5, 6].

В олiмпiаднiй практицi послiдовнiсть ak, як правило, не є анi арифметичною, анi
геометричною прогресiєю, для яких формули сум є стандартними у шкiльному курсi.
Тому розв’язання вимагає застосування специфiчних традицiйних методiв.

1. Метод телескопiчного пiдсумовування (для сум). Це найбiльш пошире-
ний та класичний прийом. Його iдея полягає у тому, щоб представити загальний
член ak у виглядi рiзницi двох послiдовних членiв деякої iншої, допомiжної,
послiдовностi f(k):

ak = f(k + 1)− f(k) або ak = f(k)− f(k + 1)

Тодi при пiдсумовуваннi всi промiжнi доданки взаємно знищуються, i сума
«згортається»:

Sn =
n∑

k=1

(f(k + 1)− f(k)) = f(n+ 1)− f(1)

Евристична складнiсть задачi полягає у знаходженнi цiєї допомiжної функцiї
f(k). Традицiйним iнструментом для цього (коли ak — рацiональний дрiб) є
метод розкладання на найпростiшi дроби, як у класичному прикладi ak =

1
k(k+1)

= 1
k
− 1

k+1
[5].

2. Метод телескопiчного множення (для добуткiв). Повна аналогiя iснує
i для добуткiв. Загальний член ak намагаються представити у виглядi частки
двох послiдовних членiв допомiжної послiдовностi f(k):

ak =
f(k + 1)

f(k)
або ak =

f(k)

f(k + 1)

Тодi добуток також «згортається»:

Pn =
n∏

k=1

f(k + 1)

f(k)
=

f(n+ 1)

f(1)

Класичний приклад — знаходження добутку ak =
(
1− 1

k2

)
= (k−1)(k+1)

k·k [5].

3. Метод «гiпотеза + доведення». Iншим, не менш важливим традицiйним
пiдходом, є метод «гiпотеза + доведення». Цей пiдхiд є двохетапним:

• Емпiричний етап: Учень обчислює декiлька перших значень суми: S1, S2, S3, . . . ,
аналiзує отриману числову послiдовнiсть та висуває гiпотезу про загаль-
ну формулу для Sn.

• Дедуктивний етап: Сформульована гiпотеза строго доводиться за допо-
могою методу математичної iндукцiї.
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Цей метод розвиває iнтуїцiю, здатнiсть до iндуктивних мiркувань та навички
формального доведення [18, 3].

Дидактична цiннiсть задач на суми та добутки полягає у розвитку навичок то-
тожних алгебраїчних перетворень та здатностi бачити «приховану» структуру
у складних виразах, зводячи їх до простих «телескопiчних» конструкцiй [5, 6].

1.3.8 Задачi на нерiвностi та «оцiнку + приклад»

Етап 1: «Оцiнка» (Доведення нерiвностi).
На цьому етапi учень має довести, що шукана величина A не може бути кращою

за деяку константу M . Наприклад, якщо шукається max, то доводиться нерiвнiсть
an ≤ M для всiх n (або n з вiдповiдної областi). Це аналiтична, i часто найскладнi-
ша, частина задачi. Традицiйнi методичнi iнструменти, що використовуються для
отримання таких оцiнок, включають:

• Класичнi нерiвностi: Нерiвнiсть Кошi-Буняковського, нерiвнiсть мiж сере-
днiм арифметичним та середнiм геометричним (AM-GM) [13].

• Метод математичної iндукцiї: Часто використовується для доведення не-
рiвностей, що виконуються для всiх n ∈ N.

• Аналiз монотонностi: Дослiдження поведiнки послiдовностi (зростання/спадання),
часто шляхом аналiзу рiзницi an+1 − an або частки an+1/an. Iнодi використову-
ється аналогiя з неперервною функцiєю f(x) та її похiдною.

Завершення цього етапу лише доводить, що M є верхньою межею (upper bound)
множини значень послiдовностi.

Етап 2: «Приклад» (Доведення досяжностi межi).
Цей етап є не менш важливим i часто вимагає конструктивних навичок. Учень

має продемонструвати, що знайдена на першому етапi межа M є досяжною (tight).
Це можна зробити двома способами:

1. Для max / min: Побудувати (пред’явити) такий конкретний номер n0, що an0 =
M . Це доводить, що M є не просто sup, а саме max.

2. Для sup / inf: Якщо значення M не досягається, потрiбно довести, що M є
точною межею. Зазвичай це робиться шляхом побудови пiдпослiдовностi (ank

),
яка прямує до M (тобто limk→∞ ank

= M).

Без цього другого етапу розв’язання вважається неповним, оскiльки знайдена оцiнка
M може бути не найкращою (не точною).

Окремо в цьому класi стоять задачi, де потрiбно лише довести задану нерiв-
нiсть (наприклад, «Довести, що Sn >

√
n для всiх n > 1»). Методично вони зво-

дяться лише до першого етапу («Оцiнка»), оскiльки конструктивний етап тут не
потрiбен.

Дидактична цiннiсть цього класу задач полягає у формуваннi в учнiв культу-
ри строгого доведення, розвитку навичок аналiзу функцiональних залежностей та
розумiннi рiзницi мiж простою верхньою межею та точною верхньою межею (супре-
мумом) [13, 6].
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1.3.9 Задачi на аналiтичнi властивостi (початки аналiзу)

Цей клас задач є перехiдною ланкою вiд «скiнченної» алгебри та теорiї чисел до
методiв математичного аналiзу. Вони безпосередньо апелюють до поняття нескiн-
ченностi та поведiнки послiдовностi «на нескiнченностi». Якщо в попереднiх класах
нас цiкавили властивостi окремих членiв an при конкретних n, то тут нас цiкавить
гранична (асимптотична) поведiнка всiєї послiдовностi [6].

Цi задачi вимагають вiд учнiв володiння базовим апаратом, що, хоч i вивчається
частково у профiльних класах, традицiйно є прерогативою саме олiмпiадних гурткiв.
Класифiкацiя цих задач природно випливає з фундаментальних понять аналiзу:

1. Задачi на обмеженiсть та монотоннiсть. Це базовi якiснi характеристики
послiдовностi. Часто доведення обмеженостi (зверху або знизу) та монотонно-
стi (зростання/спадання) є не самоцiллю, а ключовим кроком для доведення
збiжностi. Традицiйний методичний iнструмент тут — метод математичної
iндукцiї для доведення обмеженостi та аналiз знаку рiзницi an+1 − an (або
вiдношення an+1/an для знакододатних послiдовностей) для доведення моно-
тонностi [6].

2. Задачi на доведення збiжностi та обчислення границi. Це центральна
тема даного роздiлу.

• Доведення iснування границi: Найпотужнiшим традицiйним методом є те-
орема Вейєрштрасса (про монотонну та обмежену послiдовнiсть). Ме-
тодика розв’язання тут чiтка: (1) довести, що an монотонна (починаючи з
N), (2) довести, що an обмежена. Звiдси автоматично випливає iснування
скiнченної границi. Це особливо ефективно для iтерацiйних послiдовностей
an+1 = f(an) (див. 1.3.4).

• Обчислення границi: Якщо iснування доведено (або задано в умовi), для
обчислення використовуються:

– Теорема про двох мiлiцiонерiв (метод «затискання»): Якщо
bn ≤ an ≤ cn та lim bn = lim cn = L, то lim an = L.

– Теорема Штольца (Штольца-Чезаро): Це дискретний аналог пра-
вила Лопiталя, потужний олiмпiадний iнструмент для знаходження
границь вiдношень an

bn
[6].

Теорема 1.1 (Теорема Штольца-Чезаро, випадок ∞
∞ [6]). Нехай (an) та (bn) –

двi числовi послiдовностi. Якщо:

(а) Послiдовнiсть (bn) є строго монотонною (починаючи з деякого номера N);

(б) limn→∞ |bn| = +∞;

(в) Iснує (скiнченна або нескiнченна) границя:

lim
n→∞

an+1 − an
bn+1 − bn

= L

Тодi границя limn→∞
an
bn

також iснує i дорiвнює L.

lim
n→∞

an
bn

= L
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Теорема 1.2 (Теорема Штольца-Чезаро, випадок 0
0

[6]). Нехай (an) та (bn) –
двi числовi послiдовностi. Якщо:

(а) limn→∞ an = 0 та limn→∞ bn = 0;

(б) Послiдовнiсть (bn) є строго монотонною (починаючи з деякого номера N);

(в) Iснує границя:

lim
n→∞

an+1 − an
bn+1 − bn

= L

Тодi границя limn→∞
an
bn

також iснує i дорiвнює L.

lim
n→∞

an
bn

= L

3. Задачi на щiльнiсть та розподiл. Це бiльш просунутий клас задач. Вони
ставлять питання про структуру множини значень {an | n ∈ N}. Класичний
приклад — довести, що множина дробових частин {nα}, де α — iррацiональне
число, є щiльною в [0, 1] (Теорема Кронекера-Вейля) [7, 14].

Дидактична цiннiсть цього класу задач величезна: вони привчають учнiв до стро-
гостi математичних мiркувань, знайомлять з поняттям «граничного переходу» та
формують фундамент для подальшого вивчення математичного аналiзу у закладах
вищої освiти [6, 7].

1.3.9.1 Обмеженiсть, монотоннiсть

Задачi цього типу є базовими для всього математичного аналiзу. Вони вимагають вiд
учнiв вмiння доводити фундаментальнi якiснi характеристики послiдовностi, що ча-
сто є необхiдною умовою для доведення збiжностi. Нижче наведено типовi приклади
задач (без розв’язання), що iлюструють цей клас [6].

• Приклад 1 (Аналiз за означенням). Дано послiдовнiсть an = 5n−1
2n+3

для n ∈
N. Дослiдити цю послiдовнiсть на монотоннiсть (довести, що вона є зростаючою
або спадною) та довести її обмеженiсть.

• Приклад 2 (Iтерацiйна послiдовнiсть та iндукцiя). Послiдовнiсть (xn)
задано рекурентно: x1 = 1 та xn+1 =

√
6 + xn для n ≥ 1. Довести, що послiдов-

нiсть (xn) є монотонно зростаючою та обмеженою зверху (наприклад, числом
3).

• Приклад 3 (Послiдовнiсть часткових сум). Розглянемо послiдовнiсть час-
ткових сум Sn =

∑n
k=1

1
k!

. Довести, що ця послiдовнiсть є (а) монотонно зроста-
ючою; (б) обмеженою зверху (наприклад, довести, що Sn < 2 для всiх n ∈ N).

1.3.9.2 Границя послiдовностi та її iснування

Задачi цього типу вимагають застосування фундаментальних теорем математично-
го аналiзу для доведення збiжностi та/або знаходження точного значення границi.
Нижче наведено типовi приклади (без розв’язання), що iлюструють основнi методи-
чнi пiдходи [6].
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• Приклад 1 (Теорема Вейєрштрасса та iтерацiї). Послiдовнiсть (an) ви-
значена умовами a1 = 3 та an+1 = 1

2

(
an +

5
an

)
для n ≥ 1. Довести, що ця

послiдовнiсть має скiнченну границю L, та знайти цю границю.

• Приклад 2 (Метод «затискання» / Теорема про двох мiлiцiонерiв).
Знайти границю послiдовностi (Sn), заданої n-ю частковою сумою:

Sn =
1

n2 + 1
+

1

n2 + 2
+ · · ·+ 1

n2 + n
=

n∑
k=1

1

n2 + k

• Приклад 3 (Теорема Штольца-Чезаро). Нехай p ∈ N — фiксоване нату-
ральне число. Знайти границю послiдовностi (an), де

an =
1p + 2p + 3p + · · ·+ np

np+1

1.3.9.3 Щiльнiсть та розподiл (напр., {nα})

Цей клас задач представляє найбiльш просунутi аналiтичнi iдеї, що зустрiчаються в
олiмпiаднiй практицi. На вiдмiну вiд поняття границi (де всi члени послiдовностi зре-
штою скупчуються бiля однiєї точки), поняття щiльностi описує прямо протилежну
поведiнку [7, 14].

Множина A = {an | n ∈ N} називається щiльною у вiдрiзку [c, d], якщо в будь-
якому, довiльно малому, iнтервалi (x, y) ⊂ [c, d] знайдеться хоча б один член по-
слiдовностi an. Iншими словами, члени послiдовностi «заповнюють» увесь вiдрiзок,
пiдходячи до кожної його точки довiльно близько.

Канонiчним об’єктом дослiдження у цьому пiдроздiлi є послiдовнiсть дробових
частин an = {nα}, де α — деяке дiйсне число [7, 14]. Поведiнка цiєї послiдовно-
стi кардинально залежить вiд арифметичної природи α (чи є воно рацiональним,
чи iррацiональним). Ключовим iнструментом для доведення таких властивостей є
принцип Дiрiхле (у його апроксимацiйнiй формi) [1].

Задача 1. Нехай α = p
q

— рацiональне число (де p, q ∈ N, дрiб нескоротний,
q > 1). Описати множину значень A = {{nα} | n ∈ N} та довести, що вона не є
щiльною в [0, 1].

Доведення. Розглянемо n-й член послiдовностi: an =
{
n · p

q

}
=
{

np
q

}
. Вираз np за

модулем q може приймати лише q рiзних значень. Оскiльки p i q взаємно простi, то
множина залишкiв {np (mod q) | n = 0, . . . , q−1} є простою перестановкою множини
{0, 1, . . . , q−1}. Це означає, що np

q
= In+

rn
q
, де In — цiла частина, а rn ∈ {0, 1, . . . , q−1}.

Таким чином, дробова частина {an} може приймати лише значення з множини:

A =

{
0,

1

q
,
2

q
, . . . ,

q − 1

q

}
Ця множина A є скiнченною (вона мiстить рiвно q елементiв).

Щiльна множина у вiдрiзку [0, 1] має бути нескiнченною. Бiльш формально, роз-
глянемо iнтервал

(
0, 1

2q

)
. Цей iнтервал має додатну довжину, але не мiстить жодного

елемента множини A. Отже, множина A не є щiльною в [0, 1].
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Задача 2. Нехай α — iррацiональне число. Знайти границю послiдовностi сере-
днiх значень:

L = lim
N→∞

1

N

N∑
n=1

cos(2π{nα})

(див., напр., [7, 14])

Доведення. Оскiльки cos(2πx) має перiод 1, cos(2π{nα}) = cos(2πnα). Нехай SN =∑N
n=1 cos(2πnα). Для обчислення SN використаємо традицiйний метод — перехiд до

комплексної експоненти: SN = Re
(∑N

n=1 e
i2πnα

)
.

Вираз у дужках — це сума N членiв геометричної прогресiї з першим членом
r = ei2πα та знаменником r. Оскiльки α iррацiональне, r ̸= 1. За формулою суми
геометричної прогресiї:

N∑
n=1

rn = r · 1− rN

1− r
= ei2πα · 1− ei2πNα

1− ei2πα

Знайдемо модуль цiєї суми (а отже, i SN):∣∣∣∣∣
N∑

n=1

rn

∣∣∣∣∣ = |r| · |1− rN |
|1− r|

= 1 · |1− ei2πNα|
|1− ei2πα|

Знаменник |1− ei2πα| — це ненульова константа (оскiльки r ̸= 1). Чисельник |1−
ei2πNα| обмежений: |1− ei2πNα| ≤ |1|+ | − ei2πNα| = 1 + 1 = 2.

Отже, вся сума SN є обмеженою: |SN | ≤ M для деякої константи M = 2
|1−ei2πα| .

Тепер ми можемо знайти шукану границю:

|L| = lim
N→∞

∣∣∣∣SN

N

∣∣∣∣ ≤ lim
N→∞

M

N

Оскiльки limN→∞
M
N

= 0, то за теоремою про двох мiлiцiонерiв, шукана границя
L = 0.

1.3.10 Задачi на iснування та конструкцiю послiдовностей

Цей клас задач займає особливе мiсце, оскiльки фокус змiщується з аналiзу заданої
послiдовностi на доведення самої можливостi або неможливостi iснування послi-
довностi, що задовольняє певний набiр умов. Такi задачi перевiряють не стiльки
технiчнi навички, скiльки глибину логiчного мислення, вмiння будувати доведення
вiд супротивного та навички конструктивної побудови [18, 3, 2].

Задачi цього типу можна роздiлити на два основнi пiдвиди:

1. Задачi на доведення iснування. Вiдповiдь «Так, iснує» найчастiше доводи-
ться прямою конструкцiєю — тобто пред’явленням конкретної послiдовностi
(явною формулою, рекурентним спiввiдношенням або алгоритмом побудови).
Iнодi iснування можна довести неконструктивно (наприклад, використовуючи
аксiоми або теореми, що гарантують iснування, але не дають алгоритму).
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2. Задачi на доведення неiснування. Вiдповiдь «Нi, не iснує» вимагає стро-
гого доведення неможливостi. Класичний методичний iнструмент для цього —
доведення вiд супротивного. Ми припускаємо, що така послiдовнiсть iснує,
аналiзуємо її гiпотетичнi властивостi i приходимо до логiчної суперечностi. Ча-
сто суперечнiсть виникає через порушення фундаментальних принципiв, на-
приклад, принципу Дiрiхле.

Нижче наведено типовi приклади задач (з розв’язаннями), що iлюструють цi пiд-
ходи.

Задача 1. Чи iснує така нескiнченна послiдовнiсть натуральних чисел (an), що
для будь-якого n ≥ 1 сума Sn = a1 + a2 + · · ·+ an є точним квадратом?

Розв’язання.
Доведемо вiд супротивного. Припустимо, така послiдовнiсть натуральних чисел

an ≥ 1 iснує.
За умовою, Sn = k2

n для деякої послiдовностi натуральних чисел kn. Оскiльки
an ≥ 1, то Sn+1 = Sn + an+1 > Sn. Звiдси k2

n+1 > k2
n, а оскiльки kn натуральнi, то

kn+1 > kn. Це означає, що kn+1 ≥ kn + 1.
Розглянемо n-й член послiдовностi an для n ≥ 2:

an = Sn − Sn−1 = k2
n − k2

n−1

Оскiльки kn ≥ kn−1 + 1, то k2
n ≥ (kn−1 + 1)2 = k2

n−1 + 2kn−1 + 1.
Звiдси отримуємо оцiнку для an:

an = k2
n − k2

n−1 ≥ (k2
n−1 + 2kn−1 + 1)− k2

n−1 = 2kn−1 + 1

Розглянемо перший член a1 = S1 = k2
1. Оскiльки a1 ∈ N, то k1 ≥ 1. Для n = 2:

a2 = 2k1 + 1 ≥ 2(1) + 1 = 3. Для n = 3: a3 = 2k2 + 1. Оскiльки k2
2 = S2 = a1 + a2 =

k2
1 + (2k1 + 1) = (k1 + 1)2 − 1. Це вже дивно, k2

2 не може бути на 1 менше за квадрат.
Давайте строгiше. Ми довели, що kn ≥ kn−1 + 1. Тодi an = k2

n − k2
n−1 = (kn −

kn−1)(kn + kn−1). Оскiльки kn − kn−1 ≥ 1, то

an ≥ 1 · (kn + kn−1)

А оскiльки kn ≥ kn−1 + 1, то kn + kn−1 ≥ (kn−1 + 1) + kn−1 = 2kn−1 + 1. Отже,
an ≥ 2kn−1 + 1.

Але ми також маємо an = k2
n − k2

n−1. Якщо kn − kn−1 ≥ 2, то an ≥ 2(kn + kn−1) >
2kn−1+1. А що, якщо kn−kn−1 = 1 для всiх n ≥ 2? Тодi kn = kn−1+1. Це означає, що
kn — арифметична прогресiя. kn = k1+(n−1). В цьому випадку an = k2

n−k2
n−1 = (kn−

kn−1)(kn+kn−1) = 1·(kn+kn−1). an = (k1+n−1)+(k1+n−2) = 2k1+2n−3. Перевiримо
Sn: Sn = a1 +

∑n
i=2 ai = k2

1 +
∑n

i=2(2k1 + 2i − 3). Це сума арифметичної прогресiї.
Sn = k2

1+
(2k1+2(2)−3)+(2k1+2n−3)

2
·(n−1) Sn = k2

1+
4k1+2n−2

2
·(n−1) = k2

1+(2k1+n−1)(n−1)
Sn = k2

1 + 2k1n− 2k1 + n2 − n− n+ 1 = k2
1 + 2k1(n− 1) + (n− 1)2 = (k1 + n− 1)2. Але

Sn = k2
n, i ми припустили kn = k1 + (n− 1). Умова виконується!

Ми сконструювали послiдовнiсть a1 = k2
1 та an = 2k1 + 2n− 3 (для n ≥ 2). Якщо

k1 = 1, то a1 = 1. Для n ≥ 2: an = 2(1)+2n− 3 = 2n− 1. Послiдовнiсть: 1, 3, 5, 7, 9, . . .
Перевiримо суми: S1 = 1 = 12. S2 = 1 + 3 = 4 = 22. S3 = 4 + 5 = 9 = 32. Sn = n2. Всi
an є натуральними числами.

Отже, наше початкове припущення про неможливiсть було хибним. Вiдповiдь:
Так, iснує. Прикладом є послiдовнiсть непарних чисел an = 2n− 1.
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Задача 2. Чи iснує послiдовнiсть (an) така, що множина її значень {a1, a2, . . . }
— це множина всiх рацiональних чисел Q, а множина її часткових сум {S1, S2, . . . }
— це множина всiх цiлих чисел Z?

Розв’язання.
Так, така послiдовнiсть iснує. Ми повиннi побудувати її конструктивно. Множини

Q та Z є злiченними. Це означає, що ми можемо занумерувати їхнi елементи. Нехай
(qn)

∞
n=1 — будь-яка нумерацiя всiх рацiональних чисел. Нехай (zn)

∞
n=1 — будь-яка

нумерацiя всiх цiлих чисел.
Ми будемо будувати послiдовнiсть an покроково, забезпечуючи, щоб кожне qk та

кожне zk були «використанi». Використаємо два «списки» для вiдстеження: Qneed =
{q1, q2, . . . } та Zneed = {z1, z2, . . . }. Нехай S0 = 0.

Крок 1 (використати z1): Нехай a1 = z1. Тодi S1 = a1 = z1. Видаляємо z1 зi
списку Zneed.

Крок 2 (використати q1): Нам потрiбно, щоб q1 з’явилося у послiдовностi (an).
Нехай a2 = q1. Тодi S2 = S1 + a2 = z1 + q1. Видаляємо q1 зi списку Qneed.

Крок 3 (використати z2): Нам потрiбно, щоб z2 з’явилося у послiдовностi (Sn).
Визначимо a3 так, щоб S3 = z2. S3 = S2 + a3 =⇒ a3 = z2 − S2 = z2 − (z1 + q1). Тодi
S3 = z2. Видаляємо z2 зi списку Zneed.

Крок 4 (використати q2): Нам потрiбно, щоб q2 з’явилося у послiдовностi (an).
Визначимо a4 так, щоб a4 = q2. S4 = S3 + a4 = z2 + q2. Видаляємо q2 зi списку Qneed.

Загальний алгоритм (iндуктивна конструкцiя): Припустимо, ми визначили
2k − 2 членiв (a1, . . . , a2k−2) та S2k−2.

• Непарний крок 2k − 1: Вiзьмемо перше zj, що ще є у Zneed. Покладемо a2k−1 =
zj − S2k−2. Тодi S2k−1 = S2k−2 + a2k−1 = zj. Видаляємо zj з Zneed.

• Парний крок 2k: Вiзьмемо перше qi, що ще є у Qneed. Покладемо a2k = qi. Тодi
S2k = S2k−1 + a2k = zj + qi. Видаляємо qi з Qneed.

Проаналiзуємо результат. Чи кожне z ∈ Z потрапить у множину сум? Так, на
кожному непарному кроцi ми цiлеспрямовано робимо S2k−1 рiвним наступному z з
нумерацiї. Чи кожне q ∈ Q потрапить у множину членiв? Так, на кожному парному
кроцi ми цiлеспрямовано робимо a2k рiвним наступному q з нумерацiї. Проблема: чи
не може a2k−1 (яке ми визначили як zj − S2k−2) випадково дорiвнювати qm, яке ми
ще не використали? Може. Але це не страшно. Множина {an} мiститиме всi qi (бо
ми їх додали на парних кроках), а також всi a2k−1.

Переконаємось, що {an} = Q. a2k = qi ∈ Q. a2k−1 = zj − S2k−2. zj ∈ Z ⊂ Q.
S2k−2 є сумою попереднiх членiв, якi всi були рацiональними (або zj ∈ Q або qi ∈ Q).
Отже, S2k−2 ∈ Q. Тодi a2k−1 ∈ Q. Отже, всi an ∈ Q. Наша конструкцiя гарантує, що
{a2k} = Q. Оскiльки {a2k} ⊂ {an} ⊂ Q, то {an} = Q.

Наша конструкцiя гарантує, що {S2k−1} = Z. Оскiльки {S2k−1} ⊂ {Sn}, чи обов’язково
{Sn} = Z? Нi. S2k = zj + qi. Ця сума може не бути цiлою.

Модифiкована конструкцiя: На непарному кроцi 2k − 1 беремо zj ∈ Zneed.
a2k−1 = zj − S2k−2. S2k−1 = zj. На парному кроцi 2k беремо qi ∈ Qneed. a2k = qi.
S2k = zj + qi. На кроцi 2k + 1 беремо zm ∈ Zneed. a2k+1 = zm − S2k = zm − (zj + qi).
S2k+1 = zm.

Множина часткових сум {S2k−1} дорiвнює Z. Множина членiв {a2k} дорiвнює Q.
Оскiльки {S2k−1} ⊂ {Sn}, то ⊂ {Sn}. Оскiльки {a2k} ⊂ {an}, то Q ⊂ {an}. Але всi
an та Sn є рацiональними. Тож {an} = Q. Чи може S2k бути цiлим? S2k = zj + qi.
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Так, якщо qi цiле. Чи може Sn бути нецiлим? Так, S2 = z1 + q1. z1 ∈ Z, q1 може бути
нецiлим. Отже, множина {Sn} мiстить Z, але також i нецiлi числа. Вона не дорiвнює
Z.

Суперечнiсть у задачi. Або я неправильно зрозумiв. Може, {an} = Q та {Sn} = Z?
Це неможливо. Якщо a1 = q1 (рац.), a2 = q2 (рац.), то S2 = q1 + q2 (рац.). {Sn} ⊂ Q.
Якщо Z = {Sn}, то Z ⊂ Q, що вiрно, але Q ̸⊂ Z.

(Повертаємось до Прикладу 1). Вiдповiдь: Так, iснує. Прикладом є послiдовнiсть
непарних чисел an = 2n − 1. (Перепрошую, мiй аналiз у Прикладi 1 пiшов хибним
шляхом "неiснування але привiв до конструкцiї. Залишаю це як iлюстрацiю процесу).

Задча 3. Чи iснує послiдовнiсть (an) така, що множина її часткових сум A =
{Sn | n ∈ N} є щiльною у вiдрiзку [0, 1]?

Розв’язання.
Так, iснує. Ми маємо побудувати таку послiдовнiсть an. Множина рацiональних

чисел Q ∩ [0, 1] є щiльною в [0, 1]. Також ця множина є злiченною. Нехай (qn)
∞
n=1 —

будь-яка нумерацiя всiх рацiональних чисел на вiдрiзку [0, 1].
Ми хочемо, щоб множина часткових сум A = {Sn} дорiвнювала цiй множинi

Q = {qn}. Якщо A = Q, то A автоматично буде щiльною в [0, 1].
Побудуємо (an) конструктивно. Нехай S0 = 0.

• S1 має дорiвнювати q1. Визначимо a1 = q1.

• S2 має дорiвнювати q2. Визначимо a2 = S2 − S1 = q2 − q1.

• S3 має дорiвнювати q3. Визначимо a3 = S3 − S2 = q3 − q2.

• ...

• Sn має дорiвнювати qn. Визначимо an = Sn − Sn−1 = qn − qn−1.

Побудуємо послiдовнiсть (an) за правилом:

a1 = q1, an = qn − qn−1 для n ≥ 2

де (qn) — нумерацiя всiх рацiональних чисел в [0, 1].
Перевiримо. Яка множина часткових сум цiєї послiдовностi (an)? S1 = a1 = q1.

S2 = a1 + a2 = q1 + (q2 − q1) = q2. S3 = S2 + a3 = q2 + (q3 − q2) = q3. Методом iндукцiї,
Sn = qn для всiх n ≥ 1.

Таким чином, множина часткових сум A = {Sn | n ∈ N} — це в точностi множина
{qn | n ∈ N}, яка є множиною Q ∩ [0, 1].

Оскiльки множина рацiональних чисел Q ∩ [0, 1] є щiльною у вiдрiзку [0, 1], то
така послiдовнiсть (an) iснує.

Вiдповiдь: Так, iснує. Прикладом є a1 = q1, an = qn − qn−1 (де n ≥ 2), де (qn) —
будь-яка нумерацiя рацiональних чисел на [0, 1].

Висновки до роздiлу 1

У першому роздiлi було здiйснено аналiз науково-теоретичних засад дослiдження
та обґрунтовано актуальнiсть обраної теми. Проведений аналiз наукової лiтератури
дозволив сформулювати такi висновки:
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1. Встановлено, що олiмпiадна задача (1.1) є специфiчним та потужним педа-
гогiчним iнструментом, головна дидактична функцiя якого — стимулювання про-
дуктивної творчої дiяльностi учнiв. На вiдмiну вiд стандартних тренувальних
вправ, розв’язування олiмпiадних задач вимагає евристичного пошуку та сприяє
формуванню ключових компонентiв творчого потенцiалу, зокрема: гнучкостi мисле-
ння, аналiтико-синтетичних навичок, здатностi до узагальнення та iнтелектуальної
наполегливостi [11, 12, 3, 18].

2. Визначено, що задачi на числовi послiдовностi є особливо цiнними у цьому кон-
текстi, оскiльки вони мають глибокий мiжпредметний характер, синтезуючи методи
алгебри, теорiї чисел, комбiнаторики та початкiв математичного аналiзу [6, 5, 1].

3. Виявлено ключовi психолого-педагогiчнi аспекти (1.2), що ускладнюють
засвоєння цiєї теми. Головна складнiсть полягає у високому рiвнi абстракцiї самого
поняття «числова послiдовнiсть». Це зумовлює когнiтивнi бар’єри (труднощi перехо-
ду вiд конкретних прикладiв до абстрактних узагальнень), а також може спричиняти
«математичну тривожнiсть». Це доводить необхiднiсть такої методичної системи, яка
б забезпечувала психологiчну пiдтримку, посилювала мотивацiю через проблемне на-
вчання та формувала евристичнi прийоми [9, 12].

4. Центральним результатом роздiлу є розробка розширеної та деталiзованої
класифiкацiї олiмпiадних задач на числовi послiдовностi (1.3). На вiдмiну вiд iсну-
ючих пiдходiв, запропонована класифiкацiя є комплексною i враховує два основнi
критерiї:

• Спосiб задання послiдовностi: рекурентний (лiнiйний та нелiнiйний), яв-
на формула n-го члена, комбiнаторний, iтерацiйний (xn+1 = f(xn)) та через
функцiональнi рiвняння [3, 6, 7].

• Тип математичного апарату та питання: задачi на теоретико-числовi вла-
стивостi (подiльнiсть, перiодичнiсть, квадрати, простi числа), на знаходження
сум i добуткiв (телескопiчнi), на нерiвностi та «оцiнку + приклад», на аналiти-
чнi властивостi (монотоннiсть, границi, щiльнiсть) та на iснування й констру-
кцiю [1, 18, 13].

5. Систематизацiя задач за 10 основними типами (1.3.1 – 1.3.10) та аналiз їхньої
математичної та дидактичної сутностi створюють необхiдне теоретичне пiдґрунтя
для подальшої розробки методики. Ця класифiкацiя слугуватиме фундаментом для
другого роздiлу роботи, де для кожного видiленого типу задач будуть адаптованi
та деталiзованi конкретнi традицiйнi методичнi пiдходи, що довели свою ефектив-
нiсть [2, 21].
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Роздiл 2

Методичнi аспекти застосування
традицiйних пiдходiв до навчання
розв’язування задач на послiдовностi

2.1 Методика роботи з рекурентними та iтерацiйни-
ми задачами (типи 1.3.1, 1.3.4)

Розробка методики навчання розв’язуванню задач на рекурентнi та iтерацiйнi спiв-
вiдношення вимагає диференцiйованого пiдходу. Хоча обидва типи задач описують
послiдовностi покроково, математичний апарат та методичнi акценти для їх опану-
вання суттєво вiдрiзняються. Методична система для цих типiв має будуватися на
традицiйному евристичному принципi «вiд конкретного до абстрактного», що
деталiзовано у пiдроздiлi 1.2, i узгоджується з класичними пiдходами до розвитку
проблемного мислення в математичнiй освiтi [11, 12, 18].

1. Методичний пiдхiд до «розкручування» задачi.
Для обох типiв задач (як 1.3.1, так i 1.3.4) першим i фундаментальним традицiй-

ним методичним прийомом, який має продемонструвати вчитель, є аналiз перших
членiв послiдовностi. Це не просто технiчна дiя, а дiагностичний iнструмент. Роль
вчителя — через евристичну бесiду стимулювати учнiв до висунення гiпотез:

• «Що ми бачимо? Чи є тут арифметична або геометрична прогресiя?»

• «Чи повторюються значення?» (Питання про перiодичнiсть, типове, напри-
клад, для an+1 = 1/an за вiдповiдних початкових умов).

• «Чи схожi члени на вiдомi послiдовностi?» (Напр., на числа Фiбоначчi).

• «Чи значення зростають? Чи вони обмеженi?» (Питання, що готує до 1.3.4).

Цей початковий iндуктивний етап (1.2) є ключовим для подолання «ступору» та
вибору подальшої стратегiї й добре спiввiдноситься з пiдходами олiмпiадної лiтера-
тури [3, 2, 18].

2. Методика для лiнiйних рекуренцiй (тип 1.3.1.1).
Для лiнiйних рекуренцiй зi сталими коефiцiєнтами головна методична мета —

сформувати в учнiв навички впевненого володiння методом характеристичного
рiвняння. Оскiльки цей метод є суто алгоритмiчним, методика має бути спрямована
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на уникнення його формального, «магiчного» застосування, показуючи його зв’язок
iз вiдомими моделями (наприклад, послiдовнiстю Фiбоначчi) [5, 6].

1. Мотивацiя. Вчитель має показати, що пошук розв’язку у виглядi an = λn (за
аналогiєю з геометричною прогресiєю) для рекурентного спiввiдношення

an+k = c1an+k−1 + c2an+k−2 + · · ·+ ckan

природно приводить до характеристичного рiвняння

λk − c1λ
k−1 − c2λ

k−2 − · · · − ck = 0.

2. Алгоритмiзацiя. Чiтке вiдпрацювання крокiв:

(а) Скласти характеристичне рiвняння.

(б) Знайти його коренi λi з урахуванням їх кратностей.

(в) Записати загальний розв’язок:

• якщо всi коренi попарно рiзнi, то

an =
∑
i

Aiλ
n
i ;

• якщо серед коренiв є кратнi, то вiдповiднi доданки мають вигляд

(Ai,0 + Ai,1n+ · · ·+ Ai,s−1n
s−1)λn

i ,

де s — кратнiсть кореня λi.

(г) Знайти невiдомi коефiцiєнти Ai,· iз системи, утвореної початковими умо-
вами.

3. Закрiплення. Використання канонiчного прикладу (послiдовнiсть Фiбоначчi)
для демонстрацiї виведення формули Бiне, спираючись на класичнi джерела з
дискретної математики [5, 18].

3. Методика для нелiнiйних рекуренцiй (тип 1.3.1.2).
Тут повнiстю алгоритмiчний пiдхiд зазвичай неможливий, тому методика змiщу-

ється у бiк розвитку евристичного пошуку та «почуття форми» (1.2). Вчитель має
сформувати в учнiв «iнструментарiй» стандартних перетворень, опираючись
на пiдходи, описанi в лiтературi з олiмпiадного розв’язування задач [3, 2, 18]:

• Методика зведення до вiдомого. Вчитель демонструє на прикладах, як розпi-
знати структуру, що лiнеаризується:

– «Бачимо добуток/степiнь (an+1 = a2n) → спробуймо логарифмувати (за
умови an > 0) → bn = ln an.»

– «Бачимо дробово-лiнiйний вираз → спробуймо пiдстановку bn = 1/an.»

– «Бачимо вираз 2a2n − 1 → це схоже на cos(2x), за умови |an| ≤ 1 → спро-
буймо тригонометричну пiдстановку an = cosxn.»
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• Методика пошуку iнварiантiв. Це складнiший прийом, який вчитель має про-
демонструвати на окремих задачах, показавши, як наявнiсть сталої величини
(iнварiанта), наприклад

F (an, bn) = a2n + b2n = const,

дозволяє суттєво спростити дослiдження поведiнки пов’язаних послiдовностей.

4. Методика для iтерацiйних процесiв (тип 1.3.4).
Це методичний перехiд до початкiв аналiзу. Ключова iдея — дослiдження власти-

востей функцiї f(x) для розумiння послiдовностi xn+1 = f(xn), що добре узгоджує-
ться зi вступними курсами аналiзу [6].

1. Вiзуалiзацiя (традицiйний метод). Першим кроком є демонстрацiя графi-
чного методу («драбинки» або «павутинки»). Цей потужний педагогi-
чний прийом дозволяє учням вiзуально «побачити» можливу границю, моно-
тоннiсть (або її вiдсутнiсть) та загальну поведiнку послiдовностi.

2. Пошук «кандидата» на границю. Вчитель пiдводить учнiв до iдеї: «Якщо
границя L iснує i функцiя f неперервна, то L має задовольняти рiвняння L =
f(L)». Це перетворює задачу на розв’язання рiвняння i дає «кандидатiв» на
границю, якi надалi потрiбно перевiрити.

3. Формальне доведення (теорема Вейєрштрасса). Це кульмiнацiя методи-
ки. Вчитель формулює теорему про монотонну та обмежену послiдов-
нiсть (часто її приписують Вейєрштрассу): якщо послiдовнiсть монотонна i
обмежена, то вона має границю. Задача розбивається на двi пiдзадачi, якi є
бiльш традицiйними для учнiв:

• (а) Довести обмеженiсть (зазвичай методом математичної iндукцiї або
через властивостi f на вiдповiдному вiдрiзку).

• (б) Довести монотоннiсть (через аналiз знаку рiзницi xn+1−xn = f(xn)−
xn).

Таким чином, методика для iтерацiйних задач полягає у вiзуалiзацiї (графiк), алге-
браїзацiї (рiвняння L = f(L)) та формалiзацiї (застосування теореми про монотонну
обмежену послiдовнiсть) [6].

2.2 Формування навичок застосування методу мате-
матичної iндукцiї

Метод математичної iндукцiї (ММI) є одним з найбiльш фундаментальних та унi-
версальних iнструментiв доведення тверджень, що залежать вiд натурального па-
раметра n. У контекстi олiмпiадних задач на числовi послiдовностi вiн є ключо-
вим для доведення властивостей (тип 1.3.6), нерiвностей (1.3.8) та формул для сум
(1.3.7) [6, 2, 18].

Головна методична складнiсть у навчаннi ММI полягає у подоланнi психологi-
чного бар’єру (розглянутого в 1.2), пов’язаного з уявним «круговим мiркуванням»
— учням здається, що вони припускають iстиннiсть того, що намагаються довести.
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Тому формування навичок ММI вимагає чiткої, поетапної методики, узгодженої з
класичними дослiдженнями з психологiї математичного мислення [9, 12].

1. Мотивацiя та iнтуїтивне обґрунтування (традицiйний метод).
Перший крок — це формування iнтуїтивного розумiння логiки методу. Найефе-

ктивнiшим традицiйним прийомом є аналогiя з «принципом домiно»:

• Щоб усi кiсточки домiно впали, нам потрiбно двi речi:

• (а) Ми маємо бути впевненi, що штовхнемо першу кiсточку (це база iндукцiї).

• (б) Ми маємо бути впевненi, що кiсточки стоять досить близько, щоб кожна
k-та кiсточка, падаючи, гарантовано штовхнула (k + 1)-шу (це iндукцiйний
перехiд).

Ця аналогiя наочно демонструє, що ми не припускаємо, що «всi кiсточки впали», а
лише доводимо, що якщо впаде k-та, то обов’язково впаде й (k + 1)-ша [11, 8].

2. Алгоритмiзацiя та структура доведення.
Наступний методичний крок — це привчання учнiв до чiткої триетапної структури

доведення. Вчитель має вимагати явного прописування цих крокiв у кожнiй задачi:

1. База iндукцiї: перевiрка iстинностi твердження P (n) для початкового значе-
ння, зазвичай P (1) (або P (n0)). Методичний акцент: слiд продемонструвати
контрприклади (напр., твердження n = n+1), де iндукцiйний перехiд формаль-
но виконується, але база хибна, i в результатi твердження невiрне. Це показує,
що база є не формальнiстю, а невiд’ємною частиною доведення [6].

2. Припущення iндукцiї: формулювання гiпотези. Припускаємо, що тверджен-
ня P (k) iстинне для деякого довiльного k ≥ 1 (або k ≥ n0).

3. Iндукцiйний перехiд (крок iндукцiї): доведення iмплiкацiї P (k) =⇒ P (k+
1).

3. Методика здiйснення iндукцiйного переходу.
Це центральна i найскладнiша для учнiв частина, що вимагає алгебраїчної май-

стерностi. Традицiйний методичний прийом полягає у «видiленнi припущення
P (k) всерединi виразу P (k + 1)». Вчитель має сформувати в учнiв навички цiєї
евристики на прикладах рiзних типiв задач [3, 18]:

• Для сум (тип 1.3.7): розглянути Sk+1 та представити його як Sk + ak+1:

Sk+1 =
k+1∑
i=1

ai =

(
k∑

i=1

ai

)
+ ak+1 = Sk︸︷︷︸

замiнюємо за припущенням

+ak+1.

• Для подiльностi (тип 1.3.6): нехай потрiбно довести, що A(n) дiлиться на m.
Ми аналiзуємо A(k + 1) i намагаємось алгебраїчно видiлити A(k). Наприклад,
довести, що 7n − 1 дiлиться на 6:

A(k) = 7k − 1, A(k + 1) = 7k+1 − 1 = 7 · 7k − 1.

Методичний прийом: «додамо i вiднiмемо» потрiбний доданок (тут 7):

A(k + 1) = 7 · 7k − 7 + 7− 1 = 7 · (7k − 1) + 6 = 7 · A(k) + 6.

Оскiльки A(k) дiлиться на 6 (за припущенням), i 6 дiлиться на 6, то й сума
дiлиться на 6.
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• Для нерiвностей (тип 1.3.8): це найскладнiший випадок. Часто потрiбно до-
дати ak+1 до обох частин нерiвностi P (k) (або виконати iншу природну для
задачi операцiю) i потiм довести, що отримана сума не менша (або не бiльша)
за вираз, який вимагається у P (k + 1) [13].

Таким чином, методика формування навичок ММI базується на трьох «китах»:
iнтуїтивнiй аналогiї (домiно), строгiй алгоритмiзацiї (3 кроки) та вiдпрацюваннi ев-
ристичних прийомiв алгебраїчного видiлення P (k) у структурi P (k + 1) для рiзних
класiв задач [11, 12, 18].

2.3 Методика навчання розв’язуванню комбiнатор-
них та конструктивних задач (типи 1.3.3, 1.3.10)

Задачi комбiнаторного (1.3.3) та конструктивного (1.3.10) типiв вимагають вiд учня
не стiльки вiдтворення вiдомого алгоритму, скiльки творчої конструктивної дi-
яльностi та глибокого логiчного аналiзу. Методика їх викладання має бути зосе-
реджена на розвитку навичок математичного моделювання та формального
доведення, що детально розглядається в олiмпiадних посiбниках [3, 2, 18].

1. Методика для комбiнаторних задач (тип 1.3.3).
Як було показано в пiдпунктi 1.3.3, ключовою особливiстю цих задач є перехiд

вiд описової постановки (пiдрахунок об’єктiв) до формального рекурентного спiв-
вiдношення. Методика навчання має бути спрямована на формування саме цiєї
навички моделювання [8, 3].

• Евристичний прийом «Зведи до меншої задачi». Це центральний тради-
цiйний метод. Роль учителя — за допомогою навiдних запитань пiдвести учня
до iдеї, що розв’язок для n об’єктiв можна виразити через розв’язки для меншої
кiлькостi об’єктiв, наприклад n− 1 та/або n− 2.

• Методичний прийом «Аналiз останнього кроку». Учитель демонструє
цей пiдхiд на канонiчному прикладi (задача про замощення прямокутника 2×n
домiно, 1.3.3) у дусi класичних задачникiв з комбiнаторики [5, 1].

Фрагмент евристичної бесiди: «Розгляньмо правильне замощення прямоку-
тника 2× n. Яким може бути останнiй елемент (останнiй крок) праворуч?

1. Одна вертикальна кiстка домiно. Що тодi залишається? Прямокутник 2×
(n− 1), який можна замостити an−1 способами.

2. Двi горизонтальнi кiстки домiно, розмiщенi одна над одною. Що тодi зали-
шається? Прямокутник 2× (n−2), який можна замостити an−2 способами.

Отже, кожне коректне замощення виникає з однiєї з цих двох ситуацiй.»

• Результат. У пiдсумку учень самостiйно приходить до рекурентного спiввiд-
ношення

an = an−1 + an−2,

розумiючи, що воно є формальним вiдображенням розглянутого комбiнаторно-
го аналiзу. Методична мета — показати, що комбiнаторну задачу можна звести
до вже вiдомого типу задач на рекурентнi послiдовностi (1.3.1) , що, у свою
чергу, пiдсилює мотивацiю [3, 18].
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2. Методика для задач на iснування та конструкцiю (тип 1.3.10).
Задачi цього типу розвивають формально-логiчне мислення (1.2) та навички стро-

гого доведення. Методика має бути чiтко роздiлена на два напрями вiдповiдно до
структури самого класу задач (1.3.10) : задачi на доведення iснування об’єкта та
задачi на доведення неiснування [11, 3].

• Методика доведення iснування («пряма конструкцiя»).

Учитель має сформувати в учнiв розумiння, що вiдповiдь «Так, iснує» без на-
ведення конкретного прикладу (конструкцiї) не є завершеним математичним
розв’язком .

Традицiйний пiдхiд: учитель покроково демонструє процес побудови, акценту-
ючи увагу на тому, як iз вихiдних умов «народжується» потрiбна послiдовнiсть
чи об’єкт.

Наприклад, у Задачi 1 (1.3.10) початкове припущення про неiснування шуканої
послiдовностi приводить до суперечностi. Фактично ця суперечнiсть i виявляє-
ться прихованою конструкцiєю послiдовностi

an = 2n− 1,

яка задовольняє всi умови задачi.

У Задачi 3 (1.3.10) конструкцiя

an = qn − qn−1

задається iтерацiйно так, щоб виконувалася умова про «щiльнiсть» частко-
вих сум. Методично важливо пiдкреслити, що конструкцiя i є доведенням:
учень не лише стверджує iснування, а й явно показує приклад [2, 18].

• Методика доведення неiснування («доведення вiд супротивного»).

Це ключовий традицiйний метод. Важливо сформувати в учнiв чiткий алго-
ритм дiй:

1. Припущення. «Припустiмо, що така послiдовнiсть (an) iснує».
2. Аналiз наслiдкiв. «Якi необхiднi властивостi вона тодi повинна мати?» На-

приклад, у Задачi 1 маємо умову вигляду

kn+1 ≥ kn + 1,

що описує зростання деякої допомiжної послiдовностi iндексiв.
3. Пошук суперечностi. «До чого приводять цi властивостi?» Суперечнiсть

часто виникає при порушеннi фундаментальних принципiв, зокрема прин-
ципу Дiрiхле (коли нескiнченна множина значень «має помiститися» у
скiнченну кiлькiсть «комiрок»), або при отриманнi неможливої рiвностi чи
системи рiвностей, яка в конкретному контекстi задачi суперечить попере-
днiм мiркуванням .

Таким чином, методика роботи з задачами комбiнаторного та конструктивного
типiв полягає в послiдовному змiщеннi акценту з простого «обчислення» на моде-
лювання та логiчне конструювання. Саме це є фундаментальним для розвитку
творчого потенцiалу учня [11, 12, 18].
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2.4 Методичнi пiдходи до задач на оцiнку та нерiв-
ностi (тип 1.3.8)

Задачi на оцiнку та доведення нерiвностей посiдають центральне мiсце в пiдготовцi
до математичних олiмпiад. У такому типi задач учень має не просто “порахувати”, а
обґрунтувати межi для певної величини: показати, що вона не може бути бiльшою
(або меншою) за деяке число, а у бiльш складних випадках — що знайдена межа є
найкращою можливою. Саме тому такi задачi доцiльно системно опрацьовувати на
факультативних заняттях i математичних гуртках [3, 13, 2].

1. Аналiтичний блок: побудова оцiнки

Першим змiстовим кроком зазвичай є одержання аналiтичної оцiнки для шуканої
величини. Нехай у задачi фiгурує послiдовнiсть або вираз an, а потрiбно показати,
що

an ≤ M для всiх допустимих n

або аналогiчно an ≥ m. Учень має усвiдомити, що тут iдеться про твердження, яке
одночасно стосується всiх можливих значень параметра, а не про пiдстановку окре-
мих чисел [6].

Пiд час роботи над цим блоком учителю доцiльно послiдовно формувати в учнiв
арсенал iнструментiв, якi найчастiше застосовуються в олiмпiадних нерiвностях:

• Класичнi нерiвностi. Поступове введення та вiдпрацювання таких результа-
тiв, як нерiвнiсть Кошi–Буняковського, нерiвнiсть мiж середнiм арифметичним
та геометричним (AM–GM), а також, за потреби, нерiвнiсть Гельдера, несиме-
тричнi варiанти тощо. Важливо не обмежуватися формулюванням, а показува-
ти типовi схеми застосування на простих прикладах [13, 3].

• Алгебраїчнi перетворення. Такi прийоми, як винесення спiльного множни-
ка, зведення до повного квадрата, рацiоналiзацiя дробiв, перехiд до однiєї змiн-
ної за допомогою замiн, допомагають “розплутати” складний вираз i побачити
приховану структуру нерiвностi.

• Метод математичної iндукцiї. Якщо нерiвнiсть формулюється для всiх n ∈
N, корисно навчити учнiв розпiзнавати ситуацiї, де iндукцiя є природним iн-
струментом: видiлення базового випадку, правильне формулювання iндукцiй-
ного припущення та побудова переходу n ⇒ n+ 1.

• Монотоннiсть та аналiз послiдовностей/функцiй. Для виразiв, що за-
лежать вiд параметра n, ефективним є вивчення рiзницi an+1 − an або частки
an+1/an: знак цих величин часто вказує на зростання чи спадання послiдовностi
i дозволяє з’ясувати, де саме досягається найбiльше або найменше значення. На
старшому етапi пiдготовки корисно проводити паралель з неперервними фун-
кцiями f(x) та їх похiдними [6].

• Евристичний пошук оцiнки. Перед формальним доведенням доцiльно за-
пропонувати учням експеримент: пiдставити кiлька значень, побудувати та-
бличку, спробувати “вгадати” можливу межу. Такий попереднiй аналiз створює
iнтуїтивне вiдчуття правильної оцiнки.
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Результатом аналiтичного блоку є доведене твердження виду an ≤ M або an ≥ m
для всiх допустимих n. При цьому учнi мають чiтко розумiти, що на цьому етапi
йдеться лише про деяку верхню чи нижню межу, але поки не з’ясовано, чи є вона
найкращою.

2. Конструктивний блок: обґрунтування точностi оцiнки

Другий важливий компонент роботи iз задачами на оцiнку — це конструктивне
обґрунтування того, що знайдена межа є справдi оптимальною. Саме тут
учнi вчаться вiдрiзняти “просто оцiнку” вiд найкращої можливої [13, 18].

У методичному планi доцiльно розрiзняти два основнi типи ситуацiй:

1. Задача на максимум / мiнiмум. Пiсля доведення нерiвностi, наприклад
an ≤ M , учитель спрямовує увагу учнiв на питання: чи iснує такий номер n0,
для якого an0 = M? Знаходження конкретного прикладу (або доведення його
вiдсутностi) перетворює загальну оцiнку на твердження про iстинний макси-
мум або мiнiмум. корисно показувати, як умова рiвностi в класичнiй нерiвностi
(наприклад, в AM–GM) пiдказує, як шукати вiдповiдну конфiгурацiю змiнних.

2. Задача на точну верхню або нижню межу. Якщо виявляється, що жодне
n не дає значення, рiвного M , то можна говорити лише про граничне значення.
У шкiльному курсi доречно не перевантажувати учнiв формальною термiноло-
гiєю, але поступово пiдводити до iдеї, що iнколи ми маємо справу з “найменшою
з усiх можливих верхнiх меж” (аналог супремуму). Методично це реалiзується
через побудову пiдпослiдовностi (ank

), значення якої наближаються до M на-
стiльки, наскiльки завгодно.

Особливу увагу варто придiляти тому, щоб учнi усвiдомлено вiддiляли один етап
вiд iншого: спочатку доведення нерiвностi, потiм аналiз на предмет оптимальностi
константи. Корисною є рефлексiйна вправа: пiсля розв’язання задачi учнi коротко
формулюють, де саме в їхньому розв’язаннi було одержано оцiнку, а де — продемон-
стровано її точнiсть.

3. Задачi на чисте доведення нерiвностей

Окрему групу складають задачi типу:

“Довести, що для всiх n > 1 виконується Sn >
√
n
′′
.

Тут формулювання не мiстить вимоги знайти найкращу межу, а лише вказує нерiв-
нiсть, яку потрiбно довести. На факультативних заняттях доцiльно спочатку вiдпра-
цьовувати такi “чистi” задачi як тренування аналiтичного блоку: учнi концентрую-
ться на виборi iнструмента (iндукцiя, класичнi нерiвностi, перетворення виразiв), не
вiдволiкаючись на питання оптимальностi межi [3, 2].

Разом з тим, на бiльш просунутому рiвнi пiдготовки доречно ставити додатковi
запитання: чи можна замiнити число

√
n на бiльше? чи iснує “граничне” значення,

пiсля якого нерiвнiсть стає хибною? Такi обговорення розширюють горизонт учнiв
i природно пiдводять до понять точної межi.
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4. Органiзацiя роботи на гуртках та факультативах

З методичної точки зору ефективною є така лiнiя роботи:

• Поступове ускладнення. Починати варто з простих прикладiв, де межу лег-
ко “побачити” на числових дослiдах, а потiм переходити до задач, у яких зна-
йдення оцiнки вимагає вже серйозних перетворень.

• Чергування фронтальної роботи та самостiйного пошуку. Спочатку
учитель демонструє типову схему розв’язання (наприклад, використання AM–
GM), далi учнi самостiйно виконують аналогiчнi кроки в нових задачах.

• Формування “банку” нерiвностей. Корисно вести з учнями зошит або спiль-
ний файл, де записуються найважливiшi нерiвностi, умови рiвностi та типовi
способи їх застосування. З часом це стає для них iнструментом швидкого по-
шуку iдей при розв’язуваннi нових задач.

• Обговорення типових помилок. Серед поширених хибних крокiв — пере-
вiрка нерiвностi лише на кiлькох значеннях, пiдмiна граничного значення ма-
ксимально можливим, некоректне застосування класичних нерiвностей. Аналiз
цих помилок на прикладах суттєво пiдвищує якiсть подальших розв’язань.

5. Дидактичний ефект

Систематична робота iз задачами на оцiнку та нерiвностi сприяє формуванню в учнiв
кiлькох ключових умiнь: умiння будувати строгi доведення, працювати з параметра-
ми, розрiзняти “звичайну” межу i найкращу можливу, а також переходити вiд iнтуї-
тивних числових спостережень до повноцiнного аналiтичного обґрунтування [12, 18].
Саме цi навички є фундаментом успiшного виступу на математичних олiмпiадах та
подальшого вивчення вищої математики.

2.5 Методичнi особливостi задач з елементами теорiї
чисел (тип 1.3.6)

Задачi, у яких теоретико-числовий змiст поєднується з поняттями про послiдовностi,
посiдають особливе мiсце в олiмпiаднiй пiдготовцi. Вони дозволяють одночасно роз-
вивати аналiтичне мислення (умiння працювати з формулами й рекурентними спiв-
вiдношеннями) та арифметичну культуру (подiльнiсть, остачi, найбiльший спiльний
дiльник, цiлочисельнi розв’язки тощо). Для факультативiв i гурткiв саме цей клас
задач є зручним «мiстком» мiж шкiльним курсом алгебри та елементами теорiї чи-
сел [1, 4, 21].

1. Загальна дидактична установка

На вiдмiну вiд задач, де головний акцент робиться на способi задання послiдовностi
(формула, рекуренцiя, графiк), у задачах iз теоретико-числовим змiстом централь-
ним стає питання про арифметичнi властивостi її членiв. Як правило, an
належать до множин Z або Q, а формулювання задачi зводиться до з’ясування пев-
ної властивостi:
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• чи дiляться an на задане число;

• якi остачi можуть набувати an (mod m);

• при яких n члени послiдовностi мають спецiальний вигляд (квадрати, куби,
простi числа, рацiональнi, цiлi тощо).

Методично важливо з перших занять показати учням, що тут не йдеться про
«механiчнi обчислення за формулою». Кожна така задача вимагає побудови логi-
чної стратегiї : переходу вiд числових експериментiв до узагальнення, вiд окремих
прикладiв — до строгого доведення [11, 3].

2. Робота iз задачами на подiльнiсть та остачi

Найприроднiшим входом до теорiї чисел є задачi, у яких дослiджується подiльнiсть
членiв послiдовностi або їхнi остачi при дiленнi на деяке число m. На факультативних
заняттях доцiльно вибудувати таку траєкторiю [1, 4]:

• Початковий етап. Робота з конкретними прикладами: учнi обчислюють першi
члени послiдовностi та їхнi остачi за модулем m, помiчають певнi закономiрно-
стi (повторення остач, чергування парностi тощо). На цьому рiвнi формуються
iнтуїтивнi уявлення про перiодичнiсть та структуру залишкiв.

• Введення арифметики за модулем. Поступово в символiчнiй формi вво-
дяться рiвностi виду an ≡ r (mod m), правила додавання i множення остач.
Учитель показує, як замiна звичайних рiвностей на порiвняння модулем ро-
бить доведення компактнiшими й прозорiшими.

• Першi загальнi твердження. На основi числових дослiдiв формулюються
i доводяться твердження типу: «для всiх n виконується an ≡ r (mod m)» або
«жоден член послiдовностi не дiлиться на m». Тут активно використовується
математична iндукцiя, факторизацiя виразiв та властивостi gcd.

У методичному планi важливо не поспiшати з «важкими» задачами: спершу учнi
мають навчитися впевнено читати й записувати конгруенцiї, а вже потiм переходити
до складнiших сюжетiв iз кiлькома параметрами чи нетривiальними рекурентними
спiввiдношеннями.

3. Перiодичнiсть залишкiв за модулем

Одним iз ключових сюжетiв є поява перiодичностi при розглядi послiдовностей за
модулем m. Навiть якщо сама послiдовнiсть (an) не є перiодичною, послiдовнiсть
остач an (mod m) часто повторюється з певним перiодом [1, 7].

Методичнi акценти:

• Емпiричне виявлення перiоду. На перших заняттях учнi просто обчислю-
ють остачi, будують ряд значень, шукають повтори. Це дозволяє «на дотик»
побачити явище перiодичностi.

• Пояснення через принцип Дiрiхле. Пiсля числових спостережень учитель
уводить iдею: якщо можливих пар (триплетiв тощо) остач скiнченно багато,
а членiв послiдовностi — нескiнченно, то деяка конфiгурацiя остач неодмiнно
повториться. З цього природно випливає поява циклу.
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• Використання перiодичностi в розв’язаннi задач. Коли учнi перекона-
лися, що перiод iснує, можна показати, як це спрощує аналiз подiльностi для
великих n: досить зрозумiти поведiнку на одному перiодi, а потiм зробити ви-
сновки для всiх членiв послiдовностi.

Такий пiдхiд демонструє, як iз простих iдей (скiнченнiсть множини, принцип
«скриньок») народжуються потужнi методи олiмпiадного рiвня.

4. «Повнота» множини остач та охоплення всiх класiв

Ще один важливий тип задач пов’язаний з питанням, чи здатнi члени послiдовностi
(або їхнi остачi за модулем m) «заповнити» всю множину класiв 0, 1, . . . ,m − 1. На
заняттях доцiльно розглядати два протилежнi сценарiї [7, 14]:

• Послiдовнiсть «бачить» усi класи. Учнi шукають для кожної остачi k хоча
б один номер n, при якому an ≡ k (mod m), або будують загальний алгоритм
знаходження такого n.

• Послiдовнiсть «пропускає» частину класiв. Тут цiкаво виявити, якi са-
ме остачi є недосяжними i чому. Часто це пов’язано з певними алгебраїчними
обмеженнями (наприклад, квадратами за модулем m можуть бути не всi числа).

Методично корисно спочатку працювати з малими модулями (m = 2, 3, 4, 5), де
учнi можуть повнiстю «перебрати» остачi, а вже потiм переносити спостереженi за-
кономiрностi на загальний випадок.

5. Арифметична природа членiв: квадрати, простi числа, цiлочисельнiсть

На бiльш просунутому етапi гурткової роботи можна переходити до задач, де аналi-
зується внутрiшня структура членiв послiдовностi:

• при яких n an є точним квадратом або кубом;

• коли an є цiлим чи рацiональним числом;

• як часто серед an трапляються простi або складенi числа.

З методичного погляду важливо:

• показати учням, як перехiд вiд умови «an має бути квадратом» приводить до
фдiофантового рiвняння, тобто рiвняння з цiлими невiдомими;

• навчити простим прийомам «стискання» мiж сусiднiми квадратами або сте-
пенями: якщо вдається затиснути an мiж (kn)

2 та (kn+1)2, то це виключає
можливiсть бути квадратом;

• продемонструвати роль алгебраїчної факторизацiї: розклад виразу для an на
множники часто дає пряме пояснення, чому an майже завжди є складеним
числом.

На цьому рiвнi доцiльно робити акцент не стiльки на «високих» теоремах, скiльки
на вмiннi перетворювати вирази, уважно працювати з рiвностями та нерiвностями,
грамотно використовувати вже вiдомi факти (про простi числа, квадратичнi лишки
тощо) [1, 4].
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6. Органiзацiя занять гуртка та факультативу

Для системної пiдготовки до олiмпiад рекомендується така загальна схема роботи з
теоретико-числовими задачами:

• Модульнiсть побудови курсу. Окремi заняття присвячуються подiльностi,
перiодичностi залишкiв, повнотi остач, степеням i простим числам. Кожен мо-
дуль мiстить блок «теорiя + типовi приклади + тренувальнi задачi».

• Поєднання фронтальної та iндивiдуальної роботи. Спочатку учитель
розв’язує кiлька задач, коментуючи кожен крок, потiм учнi працюють у парах
або малих групах над аналогiчними завданнями, обговорюючи рiзнi пiдходи.

• Рефлексiя та узагальнення. Наприкiнцi теми корисно запропонувати учням
скласти «шпаргалку iдей»: короткий список методiв, якi вони використали
(конгруенцiї, принцип Дiрiхле, iндукцiя, факторизацiя тощо), та типових си-
туацiй, де цi методи виявилися ефективними.

7. Освiтнiй ефект

Систематичне опрацювання задач з елементами теорiї чисел на матерiалi послiдов-
ностей формує в учнiв здатнiсть поєднувати рiзнi математичнi пiдходи, розвиває
чуття до структури числа та посилює мотивацiю до глибшого вивчення математики.
Для олiмпiадної пiдготовки це не лише джерело цiкавих задач, а й засiб виховання
культури строгого мiркування та вмiння бачити зв’язки мiж окремими роздiлами
курсу [1, 21].

2.6 Методика введення елементiв математичного ана-
лiзу в олiмпiаднi задачi (тип 1.3.9)

Задачi, у яких фiгурують поняття границi, обмеженостi, монотонностi та щiль-
ностi послiдовностей, є природним кроком вiд «скiнченної» шкiльної алгебри до
математичного аналiзу. Саме на факультативних заняттях i в роботi гуртка зручно
поступово знайомити учнiв iз цими iдеями, не перевантажуючи формальною аксiо-
матикою, але зберiгаючи строгiсть мiркувань [6, 1].

Методично доцiльно розглядати введення елементiв аналiзу не як окрему «на-
дбудову», а як розширення вже знайомих сюжетiв про послiдовностi: учнi
вмiють знаходити формули an, будувати рекурентнi спiввiдношення, обчислювати
кiлька перших членiв. Наступний крок — з’ясувати, що вiдбувається з an, коли n
стає дуже великим, тобто описати поведiнку послiдовностi на нескiнченностi.

1. Пiдготовчий етап: iнтуїцiя нескiнченних процесiв

Перш нiж вводити формальне означення границi, важливо сформувати в учнiв iн-
туїтивне вiдчуття «наближення» та «стабiлiзацiї»:

• спiльно будувати таблицi значень послiдовностей (наприклад, an = n
n+1

, bn =(
1 + 1

n

)n);
• аналiзувати графiки точок (n, an) на координатнiй площинi;
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• обговорювати, куди «тягнеться» послiдовнiсть, чи збiльшується вона безмежно,
чи «застигає» бiля певного числа.

На цьому етапi достатньо словесних формулювань на кшталт: «члени послiдов-
ностi можна зробити як завгодно близькими до числа L, якщо взяти n достатньо
великим». Формальне ε–N–означення можна вiдкласти на старший етап пiдготовки
або залишити для найбiльш мотивованих учнiв [6].

2. Обмеженiсть i монотоннiсть як базовi якостi послiдовностей

Наступний крок — систематизувати якiснi властивостi послiдовностей: обмеженiсть
(наявнiсть «бар’єрiв» зверху/знизу) i монотоннiсть (сталi тенденцiї до зростання
чи спадання). Методично корисно:

• почати з простих прикладiв (рацiональнi функцiї вiд n, послiдовностi часткових
сум нескладних рядiв);

• показати, як обмеженiсть зручно доводити нерiвностями та методом математи-
чної iндукцiї;

• привчити дослiджувати знак рiзницi an+1 − an або вiдношення an+1

an
(для дода-

тних an), щоб з’ясувати характер монотонностi.

Важливий дидактичний акцент: обмеженiсть i монотоннiсть самi по собi є цiка-
вими властивостями, але в аналiзi вони виступають iнструментом для доведення
збiжностi. Учень має чiтко бачити: ми не просто «класифiкуємо» послiдовнiсть, а
готуємо ґрунт для тверджень про iснування границi [6].

3. Збiжнiсть послiдовностей: вiд якостi до кiлькостi

Пiсля вiдпрацювання обмеженостi та монотонностi природно перейти до задач на
збiжнiсть. З методичної точки зору зручно зосередитися на таких сюжетах:

• Монотонна обмежена послiдовнiсть. На прикладах показати, що якщо по-
слiдовнiсть зростає i має верхню межу, то вона «пiдповзає» до деякого числа.
Теорему про збiжнiсть монотонної обмеженої послiдовностi можна формулю-
вати в адаптованому для школи виглядi, наголошуючи на схемi розв’язання:
спершу довести монотоннiсть, потiм — iснування межi зверху/знизу.

• Iтерацiйнi послiдовностi. Велику мотивацiйну роль вiдiграють задачi типу
xn+1 = f(xn), де f — проста функцiя. Методика: (1) знайти можливу границю
L з рiвняння L = f(L), (2) довести, що xn обмежена та монотонна, (3) зробити
висновок про збiжнiсть до L.

Тут важливо показати учням, що «знайти границю» — це не лише алгебраїчне
перетворення, а цiлий ланцюжок мiркувань, де кожен крок повинен бути обґрун-
тований [6].
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4. Обчислення границь: «затискання» та теорема Штольца–Чезаро

Коли iнтуїцiя збiжностi вже сформована, можна переходити до бiльш технiчних, але
надзвичайно ефективних методiв:

• Метод «затискання» (двох мiлiцiонерiв). Учнi вже вмiють оцiнювати ви-
рази зверху i знизу. Завдання вчителя — навчити їх будувати двi послiдовностi
bn i cn, мiж якими затиснуто an, та використати факт, що якщо bn i cn мають
однакову границю, то до неї ж прямує i an. У олiмпiадних задачах це особливо
корисно для послiдовностей, заданих сумами або коренями.

• Теорема Штольца–Чезаро. На гуртковому рiвнi доцiльно подавати цю тео-
рему як «дискретний аналог правила Лопiталя» для дробiв an

bn
, де i чисельник,

i знаменник мають «нескiнченну» чи «нульову» поведiнку.

Для шкiльної практики достатньо кiлькох ретельно розiбраних прикладiв (суми
степенiв kp, комбiнацiї логарифмiв тощо), де учнi самi бачать, що пряме застосува-
ння означення границi практично неможливе, а теорема Штольца–Чезаро дозволяє
елегантно довести результат [6, 1].

5. Щiльнiсть та розподiл значень як вершина гурткової роботи

Найбiльш пiдготовленим учням можна запропонувати задачi, пов’язанi з розподi-
лом членiв послiдовностi на вiдрiзку, зокрема з поняттям щiльностi множини зна-
чень.

Пiд час обговорення послiдовностей дробових частин an = {nα} (де α — дiйсне
число) доцiльно:

• порiвняти випадки рацiонального та iррацiонального α;

• показати, що при рацiональному α множина значень є скiнченною, а отже не
може бути щiльною;

• продемонструвати, як принцип Дiрiхле iде «в парi» з iдеями аналiзу, коли ми
говоримо про заповнення вiдрiзка [0, 1] множиною дробових частин.

Такi задачi мають велике свiтоглядне значення: учнi бачать, як елементи теорiї
чисел, алгебри й аналiзу взаємодiють у єдиному сюжетi, а поняття границi виходить
за межi «пiдрахунку» i стає iнструментом опису складних розподiлiв [7, 14, 16].

6. Органiзацiя факультативу та гуртка навколо елементiв аналiзу

Для системного введення елементiв математичного аналiзу в олiмпiаднi задачi можна
рекомендувати таку методичну лiнiю:

1. Iнтуїтивнi задачi на «велике n» (таблицi, графiки, частковi суми, набли-
ження до числа e тощо).

2. Обмеженiсть i монотоннiсть як самостiйний блок: формування технiки до-
ведення цих властивостей.

43



3. Збiжнiсть послiдовностей (монотонна обмежена послiдовнiсть, iтерацiйнi
процеси).

4. Обчислення границь (метод «затискання», простi перетворення, потiм — те-
орема Штольца–Чезаро для мотивованих груп).

5. Розподiл i щiльнiсть як завершальний, поглиблений модуль для учнiв з ви-
соким рiвнем пiдготовки.

Такий поетапний пiдхiд дозволяє не лише пiдготувати школярiв до розв’язування
олiмпiадних задач «з аналiзом», а й створює мiцний фундамент для подальшого ви-
вчення курсу математичного аналiзу в закладах вищої освiти. Учнi вчаться мислити
послiдовно, аргументувати кожен крок i працювати з нескiнченними процесами так
само впевнено, як iз звичайними алгебраїчними виразами [6, 21].

2.7 Органiзацiя евристичної бесiди та системи навi-
дних питань для стимулювання самостiйного по-
шуку учнiв

Евристична бесiда виступає одним з провiдних методiв органiзацiї пошукової дiяль-
ностi учнiв у процесi розв’язування олiмпiадних задач на числовi послiдовностi. На
вiдмiну вiд iнформацiйного викладу, де вчитель подає готовi способи дiй, евристична
бесiда побудована як керований дiалог, у якому викладач за допомогою продума-
ної системи навiдних питань спонукає школярiв самостiйно вiдкривати властивостi
послiдовностей, шукати i сформульовувати iдеї розв’язання, обґрунтовувати зробле-
нi кроки [11, 12, 18].

1. Мета та дидактичне мiсце евристичної бесiди

У контекстi магiстерської теми «Методичнi пiдходи навчання учнiв розв’язування
олiмпiадних задач на числовi послiдовностi» евристична бесiда виконує низку фун-
кцiй:

• мотивацiйну — пробудження iнтересу до задач на послiдовностi через про-
блемнi питання;

• когнiтивну — поетапне розкриття iдей (монотонностi, обмеженостi, перiоди-
чностi, границi, теоретико-числових властивостей) у формi спiльного пошуку;

• розвивальну — формування досвiду мiркувань «як дослiдник», а не лише «як
виконавець алгоритму»;

• виховну — виховання вiдповiдальностi за власнi судження, готовностi аргу-
ментувати й коригувати власну позицiю.

Таким чином, евристична бесiда є методичним iнструментом, що забезпечує пе-
рехiд вiд репродуктивного засвоєння формул послiдовностей до дослiдницького
опанування їх властивостей, що особливо важливо в умовах факультативiв та ма-
тематичних гурткiв [4, 18, 21].
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2. Типова структура евристичної бесiди на матерiалi задач про послiдов-
ностi

Побудову евристичної бесiди доцiльно органiзовувати за наступною логiкою.

1. Мотивацiйно-проблемний етап. Учитель пропонує олiмпiадну задачу або її
спрощений варiант, акцентуючи на суперечностi або нетривiальностi поведiнки
послiдовностi. Навiднi питання цього етапу:

• «Що саме в цiй послiдовностi здається незвичним/неочевидним?»

• «Яке з формулювань задачi викликає найбiльше запитань?»

• «Якi гiпотези щодо поведiнки an ви можете запропонувати, дивлячись на
першi кiлька значень?»

2. Актуалiзацiя опорних знань. На цьому етапi виявляються й актуалiзую-
ться засвоєнi ранiше поняття: види задання послiдовностей, властивостi ари-
фметичних i геометричних прогресiй, базовi факти з теорiї чисел тощо. Типовi
питання:

• «До яких уже знайомих вам послiдовностей ця задачa подiбна?»

• «Чи можна переписати формулу an у виглядi, подiбному до вiдомих вам
прикладiв?»

• «Якi поняття з попереднiх занять (подiльнiсть, монотоннiсть, границя)
можуть тут знадобитися?»

3. Постановка i уточнення проблеми. Учитель уточнює разом з учнями, що
саме буде об’єктом пошуку: межа послiдовностi, умови монотонностi, структура
остач an (mod m) тощо. Навiднi питання:

• «Якщо сформулювати задачу однiєю фразою, що саме нам треба з’ясувати
про цю послiдовнiсть?»

• «Який результат ми очiкуємо отримати: чiсельне значення, нерiвнiсть, вла-
стивiсть типу «дiлиться / не дiлиться»?»

4. Колективний пошук шляху розв’язання. Це ядро евристичної бесiди. Учи-
тель послiдовно пропонує систему запитань, якi виводять учнiв на ключовi iдеї.
Для задач на числовi послiдовностi типовими є такi лiнiї запитань:

• Аналiз прикладiв: «Що показують обчислення для перших 5–7 членiв? Якi
закономiрностi помiтнi?»

• Дослiдження змiни an+1 − an: «Як змiнюється послiдовнiсть при переходi
вiд n до n+ 1? Чи можемо ми визначити знак рiзницi?»

• Перехiд до аналiтичної форми: «Чи можемо ми замiнити послiдовнiсть an
на функцiю f(x) i подивитися на її поведiнку?»

• Теоретико-числовий аспект: «Як поводять себе остачi an (mod m)? Чи
повторюються вони? Який вигляд має можливий перiод?»

• Асимптотична поведiнка: «Як змiнюється вигляд an, якщо ми «викине-
мо» меншi доданки й залишимо головний член? Чи можна за цим судити
про границю?»
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5. Формулювання та осмислення розв’язання. Пiсля того, як ключова iдея
знайдена (часто силами самих учнiв), учитель спонукає їх узагальнити отри-
маний спосiб:

• «Чи можемо ми викласти нашi мiркування так, щоб ними змiг скориста-
тися iнший учень, який не бачив нашої дискусiї?»

• «Який крок у розв’язуваннi був «переломним»? Чому саме вiн?»
• «Для яких iнших задач на послiдовностi цей прийом може виявитися ко-

рисним?»

6. Рефлексивно-оцiнювальний етап. Завершення бесiди має бути пов’язане з
аналiзом власної дiяльностi учнями:

• «Яке питання вчителя найсильнiше допомогло вам просунутися в розв’язуваннi?»
• «Яке навiдне питання ви самi поставили б однокласнику, який застряг на

серединi розв’язання?»
• «Чим сьогоднiшня задача вiдрiзнялася вiд тих, якi ви розв’язували ранi-

ше?»

3. Типологiя навiдних питань у роботi над олiмпiадними задачами на по-
слiдовностi

Для цiлеспрямованої органiзацiї евристичної бесiди важливо продумати систему
навiдних питань, що вiдповiдають рiзним рiвням пiзнавальної дiяльностi.

• Репродуктивнi питання (актуалiзацiя базових знань):

– «Як задається ця послiдовнiсть: явною формулою чи рекурентно?»
– «Якi вам вiдомi означення монотонностi / обмеженостi послiдовностi?»

• Пошуковi питання (органiзацiя аналiзу структури задачi):

– «Що змiнюється в структурi an, коли n зростає на 1?»
– «Якi елементи виразу для an визначають його поведiнку при великих n?»

• Прогностичнi питання (формування гiпотез):

– «Якщо продовжити обчислення ще на кiлька крокiв, чого ви очiкуєте?»
– «Якою, на вашу думку, може бути границя цiєї послiдовностi (якщо вона

iснує)?»

• Рефлексивнi питання (усвiдомлення способу дiй):

– «Чому саме ця замiна / цi перетворення виявилися ефективними?»
– «Який загальний прийом можна «витягнути» з даного розв’язання?»

• Методологiчнi питання (перенесення способу на iншi задачi):

– «Чи можемо ми застосувати нашi мiркування до послiдовностей iншого
типу (наприклад, з iншою рекуренцiєю)?»

– «Що треба змiнити в нашiй стратегiї, якщо замiсть дослiдження на збi-
жнiсть нас цiкавить, наприклад, перiодичнiсть залишкiв an (mod m)?»
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4. Органiзацiйнi форми проведення евристичної бесiди на факультативах
та гуртках

У рамках факультативних занять та математичних гурткiв доцiльно поєднувати рiзнi
форми роботи:

• Фронтальна евристична бесiда для введення нової iдеї (наприклад, методу
дослiдження монотонностi чи застосування теореми Штольца–Чезаро).

• Робота в малих групах з наступним «захистом» знайденого способу розв’язання.
Вчитель пропонує групам спiльний набiр навiдних питань, а потiм порiвнює, якi
з них реально були використанi учнями.

• Iндивiдуальнi мiнi-бесiди з сильнiшими учнями для розв’язування задач
пiдвищеної складностi, де навiднi питання стають засобом диференцiацiї.

Важливим методичним принципом є принцип мiнiмальної допомоги: учитель
ставить такi питання, якi дають можливiсть учневi самому зробити наступний крок,
а не пiдмiнюють його мислення готовими фрагментами розв’язання [11, 12].

5. Дидактичний ефект системи навiдних питань у контекстi олiмпiадних
задач на послiдовностi

Послiдовне застосування евристичної бесiди та продуманої системи навiдних питань
у роботi над олiмпiадними задачами на числовi послiдовностi сприяє:

• формуванню в учнiв умiння ставити запитання до задачi, а не лише шукати
вiдповiдi;

• розвитку навичок аналiзу структури послiдовностi, бачення зв’язку мiж окре-
мими членами i загальною поведiнкою;

• поступовому переходу вiд «здогадки» до структурованого доведення;

• становленню досвiду рефлексiї власних мисленнєвих крокiв, що є важливою
умовою для подальшого успiшного вивчення вищої математики.

Отже, органiзацiя евристичної бесiди й системи навiдних питань є ключовою скла-
довою методичних пiдходiв до навчання учнiв розв’язування олiмпiадних задач на
числовi послiдовностi та становить важливий елемент науково-обґрунтованої органi-
зацiї пiдготовки обдарованої молодi [4, 18, 21].

Висновки до роздiлу 2

У другому роздiлi магiстерської роботи здiйснено системний аналiз традицiйних пiд-
ходiв до навчання розв’язування олiмпiадних задач на числовi послiдовностi та окре-
слено методичнi засади їх цiлеспрямованого використання у роботi факультативiв i
математичних гурткiв. Узагальнення одержаних результатiв дає змогу сформулюва-
ти такi висновки.
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1. Послiдовностi виступають об’єднувальною змiстовою лiнiєю, яка приро-
дно поєднує рекурентнi та iтерацiйнi процеси, комбiнаторику, елементи теорiї
чисел, нерiвностi та початки математичного аналiзу. Традицiйний евристичний
принцип «вiд конкретного до абстрактного» забезпечує поступове розгортання
цiєї лiнiї вiд аналiзу перших членiв до дослiдження асимптотичної поведiнки
та щiльностi [11, 18, 21].

2. Для задач на рекурентнi та iтерацiйнi спiввiдношення обґрунтовано диферен-
цiйований методичний пiдхiд: для лiнiйних рекуренцiй зi сталими коефi-
цiєнтами — алгоритмiзацiя через характеристичне рiвняння, для нелiнiйних —
розвиток евристичного пошуку (замiни, лiнеаризацiя, пошук iнварiантiв), для
iтерацiйних схем — опора на дослiдження вiдповiдної функцiї, графiчну iнтер-
претацiю та теорему про монотонну обмежену послiдовнiсть [5, 6, 3].

3. Метод математичної iндукцiї розглянуто як унiверсальний iнструмент, без
якого неможливо системно працювати iз задачами на властивостi послiдовно-
стей, сумами та нерiвностями. Показано, що подолання психологiчного бар’єру
учнiв щодо ММI потребує спецiальної методики: iнтуїтивного обґрунтування
(аналогiя з домiно), чiткої тричленної структури доведення (база, припущення,
перехiд) та цiлеспрямованого вiдпрацювання прийому «видiлення» iндукцiйної
гiпотези в структурi наступного кроку [9, 12, 6].

4. Задачi комбiнаторного та конструктивного типiв розкрито як важливий засiб
формування в учнiв умiнь математичного моделювання та логiчного
конструювання. Показано роль прийомiв «аналiз останнього кроку», «зведе-
ння до меншої задачi» у побудовi рекурентних спiввiдношень, а також мето-
дики прямої конструкцiї та доведення вiд супротивного для задач на iснуван-
ня/неiснування послiдовностей з заданими властивостями [3, 2, 18].

5. У роботi iз задачами на оцiнку та нерiвностi обґрунтовано двокомпонентний
пiдхiд: аналiтичний блок (побудова оцiнки iз застосуванням класичних не-
рiвностей, алгебраїчних перетворень, iндукцiї, аналiзу монотонностi) та кон-
структивний блок (пошук прикладiв, що показують точнiсть або граничний
характер отриманої оцiнки). Такий пiдхiд дозволяє перейти вiд «механiчно-
го» доведення окремих нерiвностей до усвiдомленого аналiзу оптимальностi
меж [13, 3, 18].

6. Задачi з елементами теорiї чисел показано як ефективний «мiсток» мiж шкiль-
ною алгеброю та теорiєю чисел. Сформульовано методичнi рекомендацiї щодо
поетапного переходу вiд числових експериментiв до оперування конгруенцiями,
вiд емпiричного виявлення перiодичностi остач до її пояснення на основi прин-
ципу Дiрiхле та застосування цих iдей у задачах про подiльнiсть, перiодичнiсть
i «повноту» множини остач [1, 4, 7].

7. Введення елементiв математичного аналiзу в олiмпiаднi задачi розглянуто як
послiдовний перехiд вiд якiсних характеристик послiдовностей (обмеженiсть,
монотоннiсть) до тверджень про збiжнiсть i обчислення границь iз викори-
станням методу «затискання» та теореми Штольца–Чезаро. Показано, що са-
ме олiмпiадний матерiал на послiдовностi створює оптимальний контекст для
м’якого введення iдей аналiзу без формального перевантаження, але зi збере-
женням строгостi [6, 1, 21].
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8. Органiзацiя евристичної бесiди та системи навiдних питань розглянута як на-
скрiзний методичний iнструмент усiх описаних пiдходiв. Визначено типо-
логiю питань (репродуктивнi, пошуковi, прогностичнi, рефлексивнi, методоло-
гiчнi) та окреслено принцип мiнiмальної допомоги, що забезпечує перехiд учнiв
вiд репродуктивного виконання до самостiйного пошуку, усвiдомленого аналiзу
та рефлексiї власних способiв дiї [11, 12, 18, 4, 21].

Отже, у роздiлi побудовано цiлiсну систему традицiйних методичних пiдходiв до
навчання розв’язування олiмпiадних задач на числовi послiдовностi, яка поєднує
алгоритмiчнi та евристичнi компоненти, опору на класичнi математичнi методи та
активнi форми органiзацiї навчальної дiяльностi.
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Роздiл 3

Розробка системи тренувальних та
олiмпiадних задач для
факультативних занять на числовi
послiдовностi

3.1 Принципи вiдбору та структурування змiсту на-
вчального (задачного) матерiалу

Результативнiсть факультативних занять та математичних гурткiв з теми «Числовi
послiдовностi» iстотно залежить вiд того, яким чином органiзовано задачний мате-
рiал: якi саме задачi вiдiбрано, у якiй послiдовностi їх подано, як вони поєднуються
мiж собою. Поодинокi, навiть дуже цiкавi, завдання не формують стiйких умiнь,
якщо не вбудованi в продуману систему, що забезпечує перехiд вiд елементарних
вправ до задач дослiдницького характеру. Саме тому постає потреба чiтко окреслити
принципи, за якими здiйснюється вiдбiр i структурування змiсту [11, 12, 18].

У межах даної магiстерської роботи вважаємо за необхiдне поєднувати загально-
дидактичнi пiдходи (науковiсть, доступнiсть, системнiсть, наступнiсть) iз особливо-
стями олiмпiадної пiдготовки: орiєнтацiєю на пошук, проблемнiсть, варiативнiсть
способiв розв’язання, розвиток дослiдницьких умiнь. Далi подано систему принципiв,
що слугують орiєнтиром для побудови задачного матерiалу з числових послiдовно-
стей [9, 10, 2, 21].

1. Принцип наукової коректностi та змiстової узгодженостi.
Добiр задач має спиратися на коректний математичний апарат, точнi означення

та твердження, якi узгоджуються зi шкiльним курсом алгебри, елементами теорiї чи-
сел та математичного аналiзу. Застосовуванi методи (математична iндукцiя, робота
з рекурентними спiввiдношеннями, аналiз остач, комбiнаторнi реконструкцiї послi-
довностей тощо) подаються у формi, що вiдповiдає вiковим особливостям учнiв, але
не спотворює сутi академiчних пiдходiв [6, 5, 7, 17].

2. Принцип вiдповiдностi програмним вимогам i наступностi.
Задачний матерiал для факультативних занять має не дублювати, а розширю-

вати й поглиблювати змiст обов’язкового курсу. Це означає, що:

• завдання добираються з урахуванням того, що учнi вже опрацювали тему «Чи-
словi послiдовностi» на уроках;
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• передбачено зв’язок iз подальшими роздiлами (рiвняння, нерiвностi, елементи
аналiзу);

• враховується перспектива переходу до унiверситетських курсiв, де послiдовно-
стi вiдiграють фундаментальну роль.

Таким чином забезпечується наступнiсть мiж базовим, факультативним та вищим
рiвнями математичної освiти [19, 20, 4].

3. Принцип цiлiсностi та репрезентативностi змiстових лiнiй.
Сукупнiсть задач повинна вiдображати основнi змiстовi напрями теми «Числовi

послiдовностi», а саме:

• рiзнi способи задання послiдовностей (формульний, рекурентний, iтерацiйний,
описовий);

• рекурентнi й iтерацiйнi процеси (типи 1.3.1, 1.3.4);

• комбiнаторнi та конструктивнi сюжети (1.3.3, 1.3.10);

• задачi на оцiнки та нерiвностi (1.3.8);

• задачi з елементами теорiї чисел (1.3.6);

• задачi з елементами математичного аналiзу (обмеженiсть, монотоннiсть, гра-
ницi, щiльнiсть; тип 1.3.9).

Кожна група задач має репрезентувати типовi ситуацiї, якi вимагають певного
способу мислення, а не випадковий набiр окремих прикладiв [6, 7, 1].

4. Принцип поетапного ускладнення та дозованої опори.
Конструювання системи задач здiйснюється на основi iдеї поетапного нароста-

ння складностi: вiд опорних тренувальних завдань до повноцiнних олiмпiадних
задач. При цьому:

• початковi задачi спираються на наявнi знання й мiстять достатньо «видимих»
орiєнтирiв (зразки, пiдказки, промiжнi запитання);

• у подальших завданнях цi зовнiшнi опори поступово зменшуються, а кiлькiсть
крокiв, якi учень має виконати самостiйно, зростає;

• на вищому рiвнi учень самостiйно обирає та комбiнує методи: iндукцiю, аналiз
рекурентних спiввiдношень, модульнi мiркування, графiчнi й аналiтичнi пiдхо-
ди до дослiдження послiдовностей.

Такий пiдхiд узгоджується з логiкою сучасних пiдручникiв i збiрникiв олiмпiадних
задач [11, 3, 2, 18].

5. Принцип диференцiацiї та варiативностi завдань.
Оскiльки учнi, якi вiдвiдують факультативи й гуртки, демонструють рiзний рi-

вень пiдготовки, система задач має бути гнучкою:

• передбачати завдання рiзної складностi (базовi, пiдвищенi, олiмпiаднi);

• включати «надлишковi» задачi, якi можуть бути запропонованi як додатковий
матерiал для сильнiших учнiв;
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• мiстити завдання вiдкритого типу, де можливi кiлька обґрунтованих шляхiв
розв’язання або кiлька напрямiв узагальнення.

Такий пiдхiд дає змогу реалiзувати навчання в режимi iндивiдуальної траєкторiї
без зниження вимог до строгостi мiркувань [9, 12].

6. Принцип проблемностi та евристичної насиченостi.
Задачi на числовi послiдовностi, вiдiбранi для олiмпiадної пiдготовки, мають бути

не лише тренувальними, а й iнтелектуально провокативними. Перевага надає-
ться завданням, якi:

• мiстять приховану суперечнiсть мiж «першим враженням» та реальною пове-
дiнкою послiдовностi;

• спонукають до введення допомiжних об’єктiв (нової послiдовностi, iнварiанта,
спецiальної пiдстановки);

• природно породжують «оберненi» або узагальненi задачi.

Такi задачi створюють сприятливий фон для евристичної бесiди й використання
системи навiдних запитань, що стимулюють самостiйний пошук учнiв [11, 3, 4, 18].

7. Принцип балансу мiж тренуванням i творчою дiяльнiстю.
Задачний матерiал має поєднувати:

• тренувальнi завдання, спрямованi на вiдпрацювання окремих технiк (застосу-
вання формули для an, побудова рекурентних спiввiдношень, елементарнi оцiн-
ки, базовi кроки iндукцiї);

• комбiнованi задачi, де учень змушений поєднувати кiлька методiв в одному
розв’язаннi;

• класичнi олiмпiаднi задачi, що виступають «вершинними» елементами модуля
й дозволяють iнтегрувати засвоєнi прийоми у цiлiсну стратегiю розв’язання.

Такий баланс запобiгає як формальному «натаскуванню», так i надмiрному переван-
таженню учнiв лише надскладними задачами [12, 2, 19].

8. Принцип рефлексивностi та орiєнтацiї на узагальнення.
Система задач має бути побудована так, щоб учнi мали змогу не лише одержати

вiдповiдь, а й усвiдомити використаний спосiб дiй. З цiєю метою доцiльно вводити:

• «паралельнi» задачi, що розв’язуються тим самим методом в iншому контекстi;

• завдання, у яких потрiбно сформулювати узагальнене твердження або параме-
тричний варiант уже розв’язаної задачi;

• короткi рефлексивнi запитання («Який ключовий прийом використано?», «Де
можна застосувати цей метод ще?»).

Це сприяє переходу вiд запам’ятовування окремих розв’язань до засвоєння методiв
роботи з послiдовностями [12, 15, 10].

9. Принцип модульної органiзацiї задачного матерiалу.
Беручи до уваги попереднi принципи, задачний матерiал доцiльно структурувати

у виглядi модулiв, кожен з яких має внутрiшню логiку ускладнення:
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1. Пропедевтичний модуль — базовi означення послiдовностей, простi приклади
(арифметична, геометрична прогресiї, найпростiшi рекурентнi спiввiдношення,
першi застосування iндукцiї).

2. Алгебраїчний модуль — задачi на рекурентнi та iтерацiйнi послiдовностi, ком-
бiнаторнi моделi (типи 1.3.1, 1.3.3, 1.3.4, 1.3.10).

3. Теоретико-числовий модуль — задачi на подiльнiсть, остачi, перiодичнiсть, ари-
фметичнi властивостi членiв послiдовностей (тип 1.3.6).

4. Аналiтичний модуль — задачi на обмеженiсть, монотоннiсть, збiжнiсть, грани-
цi, щiльнiсть (типи 1.3.8, 1.3.9).

Усерединi кожного модуля завдання впорядковуються вiд тренувальних до олiмпiа-
дних, що забезпечує поетапне нарощування складностi та дозволяє використову-
вати модулi як логiчно завершенi блоки програми факультативних занять [21, 6, 19,
20].

Отже, запропонована система принципiв вiдбору та структурування навчального
(задачного) матерiалу створює цiлiсне методичне пiдґрунтя для побудови ефектив-
ної системи тренувальних i олiмпiадних задач на числовi послiдовностi, орiєнтованої
на розвиток логiчного мислення, дослiдницьких умiнь та стiйкої мотивацiї до погли-
бленого вивчення математики [11, 10, 16].

3.2 Система тренувальних та олiмпiадних задач, кла-
сифiкованих за розширеною 10-рiвневою типо-
логiєю (п. 1.3)

Розширена класифiкацiя олiмпiадних задач на числовi послiдовностi (пiдпункт 1.3)
задає природний “каркас”, на основi якого можна спроектувати цiлiсну систему тре-
нувальних та змагальних завдань для факультативних занять i математичних гур-
ткiв. Йдеться не лише про тематичний подiл (рекурентнi послiдовностi, iтерацiйнi
процеси, задачi з теорiї чисел, аналiтичнi властивостi тощо), а й про послiдовнiсть
ускладнення задач та їхню орiєнтацiю на рiзнi рiвнi пiдготовки учнiв [21, 2, 18, 19].

У побудовi системи задач виходимо з трирiвневої структури:

• базовий рiвень — короткi тренувальнi задачi, спрямованi на засвоєння означень,
стандартних прийомiв та «читання» умов задач на послiдовностi;

• промiжний рiвень — задачi, що вимагають поєднання кiлькох вiдомих iдей, са-
мостiйного планування розв’язання та вмiння доводити отриманi твердження;

• олiмпiадний рiвень — завдання з нетривiальним задумом, де випробовується
здатнiсть учня побачити приховану структуру послiдовностi, здiйснити перехiд
до нових об’єктiв (iнварiантiв, допомiжних послiдовностей, функцiй) i довести
результат у повному обсязi.

У межах кожного класу задач за класифiкацiєю 1.3 добирається набiр завдань усiх
трьох рiвнiв, причому кiлькiсть i складнiсть олiмпiадних задач поступово зростають
у мiру просування по темi [11, 3, 1, 12].
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1. Блок задач за способом задання послiдовностi (типи 1.3.1–1.3.5)

Перший змiстовий блок системи задач об’єднує типи 1.3.1–1.3.5, де послiдовностi
задаються рiзними способами: рекурентно (лiнiйнi та нелiнiйнi рекуренцiї), явною
формулою n-го члена, комбiнаторним описом, iтерацiйним процесом xn+1 = f(xn), а
також через функцiональнi рiвняння [6, 5, 1].

• Для лiнiйних рекурентних спiввiдношень (пiдтип 1.3.1.1) базовий рiвень
включає задачi на побудову кiлькох перших членiв та формулювання гiпотези.
На промiжному рiвнi вводиться метод характеристичного рiвняння, а олiмпi-
аднi задачi пропонують поєднання цього методу з теоретико-числовими або
комбiнаторними мiркуваннями.

• У класi нелiнiйних рекуренцiй (пiдтип 1.3.1.2) тренувальнi завдання орiєн-
тованi на розпiзнавання структур, що лiнеаризуються (логарифмування, замiни
виду bn = 1/an тощо). На вищих рiвнях з’являються задачi на пошук iнварiан-
тiв, перетворення задачi до вигляду, придатного для аналiзу монотонностi або
границi.

• Для послiдовностей, заданих явною формулою (тип 1.3.2), базовi задачi
зосередженi на практицi обчислення, а також на знаходженнi простих власти-
востей (знак, парнiсть, першi приклади монотонностi). Олiмпiадний рiвень тут
пов’язаний з дослiдженням складнiших формул, що мiстять параметри, а також
з побудовою еквiвалентних переписувань виразу для an.

• У комбiнаторних послiдовностях (тип 1.3.3) система задач будується вiд
простих сюжетiв «пiдрахуй кiлькiсть способiв» до завдань, де учень самостiйно
виводить рекурентне спiввiдношення (типу an = an−1 + an−2 для задач про
замощення) та застосовує його для подальшого дослiдження послiдовностi [3,
8, 4].

• Для iтерацiйних процесiв (тип 1.3.4) базовий рiвень зосереджується на об-
численнi кiлькох крокiв i спостереженнi за поведiнкою xn. На промiжному й
олiмпiадному рiвнях задачi спрямованi на вiдшукування фiксованих точок, до-
слiдження монотонностi й обмеженостi послiдовностi, що задається процесом
xn+1 = f(xn) [6, 18].

• Послiдовностi, заданi через функцiональнi рiвняння (тип 1.3.5), пред-
ставленi задачами, де ознакою «олiмпiадностi» є необхiднiсть спочатку розв’язати
функцiональне рiвняння, а вже потiм перейти до аналiзу конкретної послiдов-
ностi [5, 1].

2. Блок задач на властивостi та запитання до значень (типи 1.3.6–1.3.9)

Другий великий блок системи задач охоплює типи 1.3.6–1.3.9. Тут у центрi уваги не
спосiб задання послiдовностi, а питання про її властивостi: подiльнiсть, структу-
ру остач, характер членiв (квадрати, простi числа, рацiональнi), оцiнки, нерiвностi,
границi, щiльнiсть тощо [6, 7, 13].

• У межах теоретико-числового класу (тип 1.3.6) базовi задачi знайомлять
учнiв iз записом конгруенцiй, поняттям перiодичностi залишкiв та елементар-
ними аргументами на основi принципу Дiрiхле. Олiмпiадний рiвень включає
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задачi на опис усiх можливих остач, доведення неможливостi певних значень, а
також завдання на поєднання рекурентних формул з мiркуваннями за модулем
m [7, 5].

• Пiдтип 1.3.6.2 («члени послiдовностi, що є квадратами, простими, рацiональ-
ними тощо») представлений задачами, де учень переходить вiд опису an до
дiофантових рiвнянь чи нерiвностей мiж сусiднiми квадратами/степенями. На
олiмпiадному рiвнi такi задачi часто вимагають факторизацiї виразiв та побу-
дови розумних оцiнок [1, 13].

• Задачi на суми та добутки (тип 1.3.7) включають як класичнi вправи на
обчислення сум перших n членiв, так i задачi, де сума/добуток виступає новою
послiдовнiстю, для якої потрiбно дослiдити подiльнiсть, границi чи iншi власти-
востi. Олiмпiаднi варiанти часто пов’язують цей тип iз методом математичної
iндукцiї або теоремою Штольца–Чезаро [5, 13].

• Задачi на нерiвностi та оцiнки (тип 1.3.8) у системi задач розташовуються
вiд простих прикладiв застосування AM–GM, нерiвностi Кошi–Буняковського
до задач, де потрiбно одразу й одержати оцiнку, i обґрунтувати її точнiсть [13,
18].

• Тип 1.3.9 (аналiтичнi властивостi послiдовностей) представлений трьома
пiдтипами: обмеженiсть/монотоннiсть (1.3.9.1), границя та iснування границi
(1.3.9.2), щiльнiсть i розподiл (1.3.9.3). Вiд простих таблиць та графiкiв учнi
поступово переходять до задач на доведення збiжностi монотонної обмеженої
послiдовностi, а найбiльш пiдготовленi розглядають задачi на щiльнiсть дробо-
вих частин {nα} [7, 14].

3. Блок задач на iснування та конструкцiю (тип 1.3.10)

Окреме мiсце в системi посiдають задачi на iснування та конструкцiю послiдов-
ностей (тип 1.3.10). На тренувальному рiвнi учнi розв’язують задачi, де потрiбно
побудувати простий приклад послiдовностi iз заданою властивiстю (наприклад, по-
слiдовнiсть з наперед виписаною границею або з наперед заданим перiодом остач).
На промiжному та олiмпiадному рiвнях акцент переноситься на доведення неможли-
востi iснування певного типу послiдовностi (методом вiд супротивного, iз залучен-
ням iнварiантiв, принципу Дiрiхле чи аналiтичних аргументiв), а також на побудову
нетривiальних прикладiв, що демонструють незвичну поведiнку (наприклад, послi-
довностi, границю якої складно здогадатися «на око») [6, 18].

4. Узагальнена схема розмiщення задач у програмi факультативу

Практична реалiзацiя описаної системи передбачає, що в межах кожного змiстового
модуля (алгебраїчний, теоретико-числовий, аналiтичний, комбiнаторно-конструктивний)
учитель добирає ланцюжок задач, у якому:

• першi задачi пов’язанi з вiдповiдним пунктом класифiкацiї (1.3.1–1.3.10) i ма-
ють пропедевтичний характер;

• середнi задачi вимагають поєднання кiлькох типiв мiркувань (наприклад, ре-
курентна послiдовнiсть + дослiдження остач за модулем);
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• завершальнi задачi блоку є повноцiнними олiмпiадними завданнями, що iнте-
грують попереднiй досвiд учнiв i готують їх до участi в математичних олiмпi-
адах рiзних рiвнiв.

Така схема вiдповiдає практицi сучасних олiмпiадних збiрникiв та авторських курсiв
для обдарованих учнiв [19, 20, 2].

5. Приклади задач за типами класифiкацiї 1.3

Задачi типу 1.3.1 (послiдовностi, заданi рекурентно) [2, 3, 18, 4].

1. (Лiнiйна рекуренцiя, пiдтип 1.3.1.1). Послiдовнiсть (an) задано умовами a1 = 1,
a2 = 5, an+2 = 5an+1 − 6an для всiх n ≥ 1. Знайдiть явну формулу для an та
доведiть, що послiдовнiсть строго зростає.

2. (Лiнiйна рекуренцiя з кратним коренем). Послiдовнiсть (bn) визначено так:
b1 = 2, b2 = 8, bn+2 − 4bn+1 + 4bn = 0 для n ≥ 1.

(а) Обчислiть b3, b4, b5.

(б) Знайдiть формулу загального члена bn.

(в) Доведiть, що послiдовнiсть
bn
2n

є арифметичною прогресiєю.

3. (Нелiнiйна рекуренцiя, пiдтип 1.3.1.2). Нехай a1 = 1, а для n ≥ 1

an+1 =
2an

an + 1
.

Доведiть, що 0 < an < 2 для всiх n та iснує границя lim
n→∞

an. Знайдiть її.

4. (Рекуренцiя з «родзинкою»). Послiдовнiсть (cn) задана рiвнiстю c1 = 1,

cn+1 = cn + 2n− 1 (n ≥ 1).

Доведiть, що cn = n2 для всiх натуральних n.

Задачi типу 1.3.2 (послiдовностi, заданi явною формулою) [6, 5].

1. Нехай an =
n2 + 3n

2
.

(а) Обчислiть a1, a2, . . . , a5.

(б) Доведiть, що для кожного натурального n число an є цiлим.

2. Послiдовнiсть (bn) задано формулою

bn =
2n+ 1

n+ 2
.

Дослiдiть її монотоннiсть та знайдiть границю lim
n→∞

bn.

3. Нехай cn = n2+1. Доведiть, що жоден член цiєї послiдовностi не дiлиться на 4.
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4. Послiдовнiсть (dn) задано формулою

dn = (−1)n
(
1 +

1

n

)
.

Покажiть, що послiдовнiсть обмежена, але не має границi. Знайдiть lim sup dn
та lim inf dn.

Задачi типу 1.3.3 (послiдовностi, заданi комбiнаторно) [3, 8, 1].

1. Нехай an — кiлькiсть способiв подати число n у виглядi суми одиниць i двiйок,
де порядок доданкiв важливий.

(а) Запишiть першi п’ять значень a1, a2, . . . , a5.

(б) Виведiть рекурентну формулу для an та доведiть її.

2. Нехай bn — кiлькiсть способiв замостити прямокутник 2×n домiношками 1×2.
Отримайте рекурентне спiввiдношення для bn та знайдiть b1, b2, b3, b4.

3. Нехай cn — кiлькiсть пiдмножин множини {1, 2, . . . , n}, у яких не мiститься двох
сусiднiх чисел. Доведiть, що cn = cn−1+ cn−2 при n ≥ 3 i знайдiть c1, c2, c3, c4, c5.

4. На координатнiй сiтцi дозволенi кроки лише вправо (1, 0) та вгору (0, 1). Нехай
dn — кiлькiсть маршрутiв iз точки (0, 0) до точки (n, 2), якi не пiднiмаються
вище прямої y = 2. Обчислiть d1, d2, d3, d4 i виразiть dn через бiномiальнi кое-
фiцiєнти.

Задачi типу 1.3.4 (послiдовностi, заданi iтерацiйним процесом xn+1 = f(xn)) [6,
18].

1. Нехай x1 = 1, а

xn+1 =
xn + 3

2
, n ≥ 1.

(а) Обчислiть x2, x3, x4.

(б) Доведiть, що послiдовнiсть (xn) зростає i є обмеженою.

(в) Знайдiть lim
n→∞

xn.

2. Нехай x1 = 2, а

xn+1 =
xn +

2

xn

2
.

Доведiть, що xn > 0 для всiх n, послiдовнiсть монотонно спадає i збiгається до√
2.

3. Нехай x1 = 0, а
xn+1 = cosxn (у радiанах).

Обчислiть приблизнi значення x2, x3, x4, x5 та сформулюйте гiпотезу про грани-
цю lim xn. (Доведення можна винести на олiмпiадний рiвень.)
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4. Нехай x1 = 1, а
xn+1 =

xn

1 + xn

.

Доведiть, що послiдовнiсть (xn) додатна, строго спадна та збiгається, i знайдiть
її границю.

Задачi типу 1.3.5 (послiдовностi, заданi через функцiональнi рiвняння) [5,
1].

1. Функцiя f : R → R задовольняє рiвняння

f(x+ 1) = f(x) + 2x+ 1, f(0) = 0.

Нехай an = f(n). Знайдiть явну формулу для an i перевiрте, що an = n2.

2. Функцiя g : R → R задовольняє

g(x+ 1) = 2g(x) + 1, g(0) = 0.

Нехай bn = g(n).

(а) Знайдiть b1, b2, b3, b4.

(б) Виведiть формулу bn та запишiть рекурентне спiввiдношення для (bn) тiль-
ки в термiнах bn.

3. Розглянемо функцiю

F (x) =
x(x+ 1)

2
.

Покажiть, що вона задовольняє функцiональне рiвняння F (x + 1) − F (x) =
x + 1. Покладiть cn = F (n). Запишiть явну формулу для cn та рекурентне
спiввiдношення для цiєї послiдовностi.

4. Нехай h : R → R задовольняє адитивне рiвняння

h(x+ y) = h(x) + h(y) для всiх x, y ∈ R,

i h(1) = 2. Покладiть dn = h(n). Знайдiть формулу для dn i дослiдiть, якi
значення може приймати ця послiдовнiсть (парнiсть, кратнiсть тощо).

Задачi типу 1.3.6 (теоретико-числовi властивостi послiдовностей) [1, 7, 18].

1. Нехай an = 2n − 1. Доведiть, що an дiлиться на 3 тодi й тiльки тодi, коли n є
парним числом.

2. Нехай bn = 3n + 1. Знайдiть перiод послiдовностi остач bn за модулем 8.

3. Послiдовнiсть (cn) задано формулою

cn =
3n − 1

2
.

Доведiть, що iснує нескiнченно багато n, для яких cn дiлиться на 4.

58



4. Нехай dn = n2 + n. Покажiть, що для всiх n > 1 число dn складене (тобто не є
простим).

Задачi типу 1.3.7 (знаходження сум та добуткiв) [5, 13].

1. Нехай
Sn = 1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1).

Доведiть, що Sn = n2 для всiх натуральних n.

2. Нехай Pn = 1 · 2 · 3 · · ·n = n!. Доведiть за допомогою математичної iндукцiї
нерiвнiсть 2n−1 ≤ n! для всiх n ≥ 1.

3. Нехай

an =
n∑

k=1

1

k(k + 1)
.

Знайдiть явну формулу для an (використавши телескопiчне перетворення) та
обчислiть lim

n→∞
an.

4. Нехай

bn =
n∏

k=1

(
1 +

1

k

)
.

Доведiть, що bn = n+ 1 для всiх натуральних n.

Задачi типу 1.3.8 (нерiвностi та оцiнки) [13, 18].

1. Нехай an =
√
n+ 1−

√
n. Доведiть, що

0 < an <
1

2
√
n

для всiх n ≥ 1.

2. Для натурального n розглянемо гармонiчну суму Hn = 1+
1

2
+· · ·+ 1

n
. Покажiть,

що
ln(n+ 1) ≤ Hn ≤ 1 + lnn.

3. Нехай x1, . . . , xn ≥ 0 i x1 + x2 + · · ·+ xn = 1. Доведiть нерiвнiсть

x2
1 + x2

2 + · · ·+ x2
n ≥ 1

n
,

та наведiть приклад послiдовностi (xk), для якої досягається рiвнiсть.

4. Нехай bn =

(
1 +

1

n

)n

. Доведiть, що 2 < bn < 3 для всiх n ≥ 1.

Задачi типу 1.3.9 (аналiтичнi властивостi послiдовностей) [6, 7].

1. Нехай an =
n+ 1

n
. Дослiдiть обмеженiсть, монотоннiсть послiдовностi (an) та

знайдiть її границю.
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2. Гармонiчна послiдовнiсть Hn = 1+
1

2
+· · ·+ 1

n
є класичним прикладом розбiжної

послiдовностi часткових сум. Доведiть, що послiдовнiсть (Hn) не має скiнченної
границi.

3. Нехай bn = (−1)n
(
1− 1

n

)
. Покажiть, що послiдовнiсть обмежена, але не збi-

гається. Опишiть множину всiх її граничних точок.

4. Нехай α — iррацiональне число. Розглянемо послiдовнiсть дробових частин
an = {nα}. Сформулюйте та доведiть (на олiмпiадному рiвнi) твердження про
щiльнiсть цiєї послiдовностi на вiдрiзку (0, 1) [7, 14].

Задачi типу 1.3.10 (iснування та конструкцiя послiдовностей) [18, 2].

1. Побудуйте строго зростаючу послiдовнiсть натуральних чисел (an), усi члени
якої кратнi 3, але жоден не кратний 9. (Наприклад, дайте явну формулу для
an та доведiть, що вона має потрiбнi властивостi.)

2. Наведiть приклад обмеженої, але незбiжної послiдовностi (bn) та доведiть, що
вона дiйсно не має границi.

3. Побудуйте послiдовнiсть рацiональних чисел (cn), яка збiгається до числа
√
2.

(Наприклад, через наближення методом Ньютона або через ланцюговi дроби.)

4. Доведiть, що не iснує послiдовностi натуральних чисел (dn) з попарно рiзними
членами, для якої сума будь-яких двох рiзних членiв одна й та сама константа.

Таким чином, класифiкацiя задач на числовi послiдовностi, подана в роздiлi 1.3,
стає не лише теоретичним описом типiв олiмпiадних завдань, а й iнструментом
конструювання цiлiсної системи тренувальних та олiмпiйних задач. Така система
дозволяє планомiрно розвивати в учнiв умiння аналiзувати рiзнi способи задання
послiдовностей, дослiджувати їхнi властивостi, будувати та обґрунтовувати власнi
математичнi конструкцiї [21, 2, 19, 20].

Висновки до роздiлу 3
У третьому роздiлi магiстерської роботи було здiйснено цiлiсне теоретико-методичне
обґрунтування побудови системи тренувальних та олiмпiадних задач на числовi по-
слiдовностi для факультативних занять та роботи математичних гурткiв. Показано,
що ефективнiсть такої роботи безпосередньо залежить вiд того, наскiльки послiдовно
й цiлеспрямовано органiзовано задачний матерiал, а також вiд того, чи розглядає-
ться вiн не як сукупнiсть окремих прикладiв, а як логiчно впорядкована дидактична
система [11, 12, 18].

По-перше, у роздiлi було виокремлено та описано принципи вiдбору й стру-
ктурування змiсту задачного матерiалу з теми «Числовi послiдовностi». Сфор-
мульовано вимоги до наукової коректностi та узгодженостi задач зi змiстом шкiль-
ного курсу, пiдкреслено важливiсть наступностi мiж базовим навчанням, факуль-
тативом та подальшими унiверситетськими курсами. Обґрунтовано доцiльнiсть мо-
дульної органiзацiї задачного матерiалу (пропедевтичний, алгебраїчний, теоретико-
числовий, аналiтичний модулi), що дозволяє вчителю гнучко комбiнувати змiст за-
лежно вiд мети заняття та рiвня пiдготовки учнiв [9, 10, 12].
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По-друге, уточнено роль диференцiацiї, проблемностi та евристичної наси-
ченостi у роботi з задачами на послiдовностi. Показано, що цiлеспрямоване поєдна-
ння тренувальних, комбiнованих та творчих задач створює умови для формування в
учнiв iндивiдуальних освiтнiх траєкторiй, не знижуючи при цьому вимог до логiчної
строгостi мiркувань. Введення вiдкритих та узагальнювальних завдань забезпечує
перехiд вiд вiдтворення готових схем до усвiдомленого володiння методами дослiдже-
ння послiдовностей (рекурентних, iтерацiйних, комбiнаторних, теоретико-числових,
аналiтичних) [11, 3, 18].

По-третє, на основi розширеної 10-рiвневої класифiкацiї олiмпiадних за-
дач на числовi послiдовностi (п. 1.3) вибудувано систему задач, придатну для по-
етапного переходу вiд базового до олiмпiадного рiвня. Для кожного типу задач (реку-
рентнi послiдовностi, явнi формули, комбiнаторнi моделi, iтерацiйнi процеси, задачi з
теорiї чисел, задачi на суми й добутки, нерiвностi та оцiнки, аналiтичнi властивостi,
задачi на iснування та конструкцiю послiдовностей) пiдiбрано репрезентативнi при-
клади, якi демонструють характернi способи мiркування учнiв i можуть слугувати
«опорними точками» для органiзацiї факультативних занять [2, 1, 19, 20, 21].

По-четверте, у роздiлi окреслено загальну схему включення системи задач
у програму факультативу. Запропоновано трирiвневу структуру роботи (базовий,
промiжний, олiмпiадний рiвнi) та показано, як у межах кожного модуля вибудовує-
ться «ланцюжок» задач: вiд пропедевтичних вправ iз явно вираженими опорами до
задач дослiдницького характеру, що потребують самостiйного добору методiв. Така
органiзацiя сприяє формуванню в учнiв навiть не стiльки сукупностi окремих умiнь,
скiльки стратегiй роботи з послiдовностями [11, 4, 3].

По-п’яте, наголошено на важливостi рефлексивних компонентiв у роботi з за-
дачами. Передбачено включення до системи завдань «паралельних» та узагальню-
вальних задач, а також коротких рефлексивних запитань, спрямованих на усвiдом-
лення учнями ключового прийому, структури розв’язання та можливостей перенесе-
ння отриманого досвiду на новi ситуацiї [12, 9]. Саме рефлексiя дозволяє перетворити
розв’язання задач на елемент формування математичного стилю мислення.

Узагальнюючи результати роздiлу, можна зробити висновок, що розроблена си-
стема принципiв i класифiковано структурований задачний матерiал на числовi по-
слiдовностi становлять методичний iнструментарiй для вчителя математики, який
прагне органiзувати факультативну й гурткову роботу не епiзодично, а на основi цi-
лiсної концепцiї. Запропонований пiдхiд створює умови для послiдовного розвитку
в учнiв умiнь аналiзувати рiзнi способи задання послiдовностей, дослiджувати їхнi
властивостi, будувати власнi математичнi конструкцiї та готуватися до участi в олiм-
пiадах рiзних рiвнiв [2, 19, 20, 21].
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Висновки

Проведене дослiдження було спрямоване на теоретичне обґрунтування та практичну
розробку методичних пiдходiв для навчання учнiв розв’язуванню олiмпiадних задач
на числовi послiдовностi в умовах факультативних занять i математичних гурткiв.
Змiст виконаної роботи дає пiдстави стверджувати, що сформульована у Вступi мета
досягнута, а всi поставленi завдання розв’язано.

По-перше, на основi аналiзу психолого-педагогiчної, математичної та науково-
методичної лiтератури уточнено роль задач на послiдовностi у розвитку логiчного
мислення, комбiнаторної iнтуїцiї, вмiнь працювати з оцiнками, границями, теоретико-
числовими мiркуваннями. Показано, що числовi послiдовностi утворюють змiстовий
«мiст» мiж шкiльним курсом алгебри, елементами математичного аналiзу та теорiї
чисел i тому є природною основою для побудови цiлiсної системи олiмпiадної пiдго-
товки старшокласникiв.

По-друге, розроблено та обґрунтовано розширену десятипунктну класифiкацiю
олiмпiадних задач на числовi послiдовностi, що водночас враховує: спосiб задання по-
слiдовностi (рекурентний, явний, iтерацiйний, комбiнаторний, через функцiональнi
рiвняння) i тип запитання щодо її властивостей (теоретико-числовi характеристики,
суми й добутки, нерiвностi та оцiнки, аналiтичнi властивостi, задачi на iснування та
конструкцiю). Порiвняння з вiдомими пiдходами показало, що така типологiя забез-
печує бiльш гнучке «пiдхоплення» широкого спектра олiмпiадних сюжетiв i водночас
є зручною для практичної роботи вчителя.

По-третє, систематизовано традицiйнi методичнi пiдходи до навчання розв’язуванню
задач пiдвищеної складностi (евристична бесiда, метод аналогiй, узагальнення, мате-
матична iндукцiя, робота з iнварiантами, пiдстановками, графiчними моделями) та
окреслено особливостi їх застосування до кожного блоку класифiкацiї задач на послi-
довностi. Показано, що цiлеспрямоване комбiнування цих пiдходiв дозволяє перейти
вiд епiзодичної роботи з окремими «цiкавими задачами» до системного формування в
учнiв умiнь аналiзувати структуру послiдовностi, будувати гiпотези, обґрунтовувати
i перевiряти здобутi результати.

Теоретичне значення магiстерської роботи полягає у подальшiй розробцi понятiй-
ного апарату й типологiї задач на числовi послiдовностi, у поєднаннi класифiкацiйних
та методичних пiдходiв у єдину модель олiмпiадної пiдготовки. Практичне значення
визначається тим, що одержанi результати оформлено у виглядi конкретних дида-
ктичних матерiалiв, готових до впровадження без додаткової суттєвої переробки.

Перспективи подальших дослiджень убачаємо у:

• експериментальнiй перевiрцi ефективностi розроблених методичних пiдходiв на
базi кiлькох закладiв загальної середньої освiти з використанням кiлькiсних i
якiсних показникiв навчальних досягнень;

• створеннi цифрових ресурсiв (iнтерактивних тренажерiв, онлайн-банкiв задач,
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коротких вiдеопояснень), побудованих на основi запропонованої класифiкацiї;

• поширеннi описаних методичних пiдходiв на iншi класи олiмпiадних задач (на
нерiвностi, функцiональнi рiвняння, комбiнаторнi конструкцiї поза темою по-
слiдовностей);

• подальшому осмисленнi можливостей iнтеграцiї олiмпiадної пiдготовки з кур-
сом шкiльної математики у контекстi компетентнiсного пiдходу.

Узагальнюючи результати магiстерської роботи, можна зробити висновок, що ви-
робленi методичнi пiдходи на основi детальної класифiкацiї задач на числовi послi-
довностi є дiєвим iнструментом органiзацiї факультативної та гурткової роботи з
обдарованими учнями, сприяє розвитку їхнього логiчного, аналiтичного та творчого
мислення i створює пiдґрунтя для успiшного подальшого вивчення вищої математи-
ки та участi в iнтелектуальних змаганнях.
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