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НАОЧНА ІНТЕРПРЕТАЦІЯ КВАНТОВОГО ЕФЕКТУ ГОЛЛА  
 

Анотація. Дана стаття присвячена аналізу ключових аспектів квантового 
ефекту Голла, фундаментального явища фізики твердого тіла. У роботі 
акцентується увага на використанні графіків для візуалізації цього явища, 
зокрема на поясненні природи плато на залежностях Голлівського опору від 
індукції магнетного поля. 

Малюнки та графіки відіграють ключову роль у візуалізації складних 
фізичних явищ, зокрема, квантового ефекту Голла, який є одним із важливих явищ 
у фізиці твердого тіла. У статті наголошується на необхідності ретельної дидактич-
ної обробки викладання цієї теми за допомогою статичних графіків, які дозволяють 
доступно пояснити природу квантування Голлівського опору та утворення плато на 
графіках залежності напруги (чи опору) Голла від індукції магнетного поля. 

Акцентується увага на тому що природа сходинок квантового ефекту 
Голла ґрунтується на вигляді функції густини станів двовимірних електронів у 
магнетному полі, а також на їхній функції розподілу за енергіями. Показано, як 
статичні графіки можуть ілюструвати взаємодію між енергетичним рівнем 
Фермі та рівнями Ландау, що сприяє кращому розумінню квантового ефекту 
Голла. Розтлумачено вплив температури та розмірності структури на умови 
спостереження ефекту. Звернуто увагу на те що у двовимірних структурах 
фізична ромірність опору та питомого опору однакова. Для найпростішого 
параболічного закону дисперсії показано як на основі графіка можна обчислити 
співвідношення магнетних полів за яких виникають плато Голлівського опору. 

Запропонований підхід дозволяє значно полегшити розуміння квантового 
ефекту Голла, особливо для студентів і дослідників, які починають вивчення 
фізики конденсованих середовищ. Це дозволяє значно спростити навчальний 
процес і зробити матеріал доступним для студентів і дослідників. Додатково 
висвітлюється роль квантового ефекту Голла у фундаментальних і прикладних 
дослідженнях, демонструючи його значення для сучасної науки. 

Ключові слова: ефект Голла, квантовий ефект Голла, квантовий магнето-
резисттивний ефект, магнетні рівні (рівні Ландау), Голлівський опір, статичні 
графіки, двовимірні електронні системи, рівень Фермі, функція розподілу, 
густина станів. 
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VISUAL INTERPRETATION OF THE QUANTUM HALL EFFECT 

 

Abstract. This article is devoted to the analysis of key aspects of the quantum 

Hall effect, a fundamental phenomenon of solid state physics. The paper emphasizes 

the use of graphs to visualize this phenomenon, in particular, to explain the nature of 

the plateau in the dependence of the Hall resistance on the magnetic field induction. 

Drawings and graphs play a key role in visualising complex physical 

phenomena, in particular, the quantum Hall effect, which is one of the most important 

phenomena in solid state physics. The article emphasises the need for careful didactic 

processing of teaching this topic with the help of static graphs, which allow to explain 

the nature of quantisation of the Hall resistance and the formation of plateaus in graphs 

of the dependence of the Hall voltage (or resistance) on the magnetic field induction. 
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It is emphasised that the nature of the steps of the quantum Hall effect is based 
on the form of the density function of states of two-dimensional electrons in a magnetic 
field, as well as on their energy distribution function. It is shown how static graphs can 
illustrate the interaction between the Fermi and Landau energy levels, which 
contributes to a better understanding of the quantum Hall effect. The influence of 
temperature and structure dimension on the conditions for observing the effect is 
explained. It is noted that in two-dimensional structures the physical dimensionality 
of resistance and resistivity is the same. For the simplest parabolic dispersion law, it 
is shown how the ratio of magnetic fields at which the Hall resistance plateaus appear 
can be calculated from the graph. 

 The proposed approach makes it much easier to understand the quantum Hall 
effect, especially for students and researchers who are beginning to study the physics 
of condensed matter. This makes it possible to significantly simplify the learning 
process and make the material accessible to students and researchers. Additionally, the 
role of the quantum Hall effect in fundamental and applied research is highlighted, 
demonstrating its importance for modern science. 

Keywords: Hall effect, quantum Hall effect, quantum magnetoresistive effect, 
magnetic levels (Landau levels), Hall resistance, static graphs, two-dimensional 
electronic systems, Fermi level, distribution function, density of states. 

 

Постановка проблеми. Квантовий ефект Голла є одним із фундамен-
тальних явищ фізики твердого тіла, що має важливе значення для розуміння 
поведінки двовимірних електронних систем у магнітному полі. Основною 
особливістю цього ефекту є квантування провідності, яке проявляється у вигляді 
плато на графіках залежності напруги або опору від магнітної індукції. Проте 
складність математичних моделей і фізичної природи явища ускладнює його 
розуміння, особливо для студентів і початківців у галузі фізики конденсованих 
середовищ. Існуючі способи викладання та пояснення квантового ефекту Голла 
часто спираються на динамічні графіки або абстрактні математичні моделі, які 
важко сприймаються через їхню складність і швидкоплинність. Це створює 
проблему для ефективного засвоєння матеріалу та глибшого розуміння явища. 
Необхідність полягає у розробці більш простих і наочних способів інтерпретації 
квантового ефекту Голла, які б поєднували графічну візуалізацію та доступні 
пояснення фізичних закономірностей. Такий підхід дозволив би усунути бар’єри 
у вивченні цього явища та сприяти популяризації квантової фізики серед 
студентів і дослідників. 

Таким чином, постає питання: як зробити квантовий ефект Голла зрозу-
мілим і доступним для вивчення? У відповідь на це виникає ідея розробки 
статичних графічних моделей, які дозволяють наочно пояснити ключові аспекти 
явища. Так можна графічно показати, як рівень Фермі перетинає рівні Ландау, 
що викликає різкий стрибок Голлівського опору. Такі графіки мають бути мак-
симально інформативними та водночас зрозумілими, щоб вони могли викорис-
товуватися у навчальному процесі для студентів різних рівнів підготовки. 
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Розробка цих моделей дозволить подолати бар’єри у вивченні квантового 

ефекту Голла, сприяючи популяризації квантової фізики та підготовці нових 

фахівців у галузі фізики конденсованих середовищ. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Малюнки і графіки відіграють 

не тільки ту роль, що створюють геометричний образ певної фізичної 

закономірності, а й за їх допомогою можна тлумачити фізичні явища та 

закономірності. Квантовий ефект Голла [1,2], як явище складне для розуміння 

вимагає при його викладанні ретельної дидактичної обробки не тільки 

текстового матеріалу, а й додаткових засобів якими можуть бути графіки. В 

літературі існує дуже ефектний  динамічний графік (анімація) [3] проте для 

сприйняття він досить таки складний саме через його швидкоплинність, коли 

слід слідкувати одразу за трьома графіками з різними фізичними величинами.  

Робота [3] присвячена дослідженню низькорозмірних напівпровідникових 

структур і надграток, їх електричних і оптичних властивостей. Висвітлюються 

теоретичні основи, методи аналізу, а також новітні розробки у галузі створення 

та використання таких структур у сучасних технологіях. Особлива увага 

приділяється процесам, які відбуваються на нанорозмірах, зокрема, вивченню 

впливу квантових ефектів на фізичні властивості матеріалів. Книга має на меті 

допомогти студентам, аспірантам та дослідникам у галузі фізики та електроніки 

освоїти основні принципи функціонування низькорозмірних структур і їх 

використання у технологічних застосуваннях 

Мета статті – розтлумачити природу квантового ефекту Голла за 

допомогою графіків та встановити співвідношення між довжинами плато на 

графіку магнетопольової залежності питомого опору Голла. 

Виклад основного матеріалу. Експериментальне спостереження ефекту 

Голла (чи то класичного чи то квантового) передбачає вимірювання напруги Голла 

у залежності від індукції магнетного поля за сталої концентрації носіїв струму. 

Елементарний аналіз залежності напруги Голла від індукції магнітного 

поля B  та концентрації n   [4] 

n

B

b

I

e
U H

1
 ,                                                  (1) 

де  е – заряд електрона, I  – сила струму через зразок твердого тіла, b  –  
розмір зразка у напрямку поля, показує, що якщо змінювати B  то ця залежність 
лінійна (за наявності лише одного типу носіїв струму). 

У випадку класичного ефекту Голла це гладка лінія тоді як у випадку 
квантового ефекту Голла на цих лініях спостерігаються сходинки або як ще їх 
називають плато [5,6]. 

Розглянемо коротко природу цих сходинок. Вона базується на вигляді 
двох функцій для носіїв струму (надалі будемо говорити про електрони): функції 
густини станів та функції розподілу електронів за енергіями. Функція розподілу 
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показує з якими енергіями електрони беруть участь у процесі транспорту, а 
функція густини станів – число можливих станів електрона в одиничному 
інтервалі енергій. Квантовий ефект Голла власне забезпечується специфічною 

функцією густини станів, а саме такою, яка показана на мал. 1 [6] з якого видно, 
що густина станів всюди практично дорівнює нулю, крім енергії, яка дорівнює 
енергіям магнетних рівнів (рівнів Ландау). 

 

 

Рис. 1. Густина станів вільних 2D-електронів у магнетному полі.  

За всіх енергій, крім енергій магнетних рівнів вона дорівнює нулю,  

а на магнетних рівнях – нескінченно велика. 
 
Така функція густини станів властива двовимірному електронному газу, 

який перебуває у магнетному полі [7]. Число станів на магнетному рівні (у 
розрахунку на одиницю площі, яку займає двовимірний електронний газ) [7] 

B
h

e
nm  .                                              (2) 

Щоб зрозуміти, електрони з якими енергіями беруть участь у процесах 
транспорту, звернемося до функції розподілу електронів за енергіями (Фермі-
Дірака, (мал. 2), з якої  видно, що енергетичні рівні, які знаходяться нижче рівня 
Фермі практично всі зайняті електронами, а вільні рівні є лише поблизу і вище 
рівня Фермі.  

Тому лише ті електрони, які знаходяться поблизу рівня Фермі здатні 
поглинати енергію чи то від електричного чи то від магнетного поля бо дещо 
вище рівня Фермі є вільні енергетичні рівні куди ці електрони можуть перейти. 
У випадку двовимірних електронів в магнетному полі дозволені стани є лише на 
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магнетних рівнях як це видно з мал. 1, тому, якщо енергія електрона (яка, 
нагадаємо, практично дорівнює енергії рівня Фермі) знаходиться між 
магнетними рівнями, то електрон не може змінювати свою енергію, бо поблизу 
немає жодних станів, чи то вільних чи то зайнятих. За цих умов електрон не 
здатний взаємодіяти з фононами, дефектами чи іншими електронами, тобто не 
здатний до розсіювання. Тому Голлівський опір  

B
en

BRHxy

1
 ,                                      (3) 

де HR  коефіцієнт Голла, при цьому не змінюється незважаючи на 

зростання магнетного поля. 

 

 
 

Рис. 2. Функція розподілу електронів за енергіями (Фермі-Дірака) [8].  

Ef –рівень Фермі. Штрихова лінія – функція розподілу за абсолютного 

нуля, суцільна лінія – за температури вищої абсолютного нуля 

 

Враховуючи, що всі електрони (яких є n  на одиницю площі) знаходяться 

на k магнетних рівнях, тобто mknn  , отримаємо взявши до уваги (2) 
 

)(
8.25812

2
Ом

kke

h
xy  ,                         (4) 

тобто Голлівський питомий опір набирає сталих значень ...;
2

;
22 e

h

e

h
 . 

Немає нічого дивного в тому, що питомий опір вимірюється в омах замість 
звичної величини мОм  . Для двомірної системи розмірність опору і питомого 
опору однакова. Дійсно, у відомій формулі зв’язку опору і питомого опору 

S

l
R  , площа поперечного перерізу S переходить в довжину і розмірність 

опору R і питомого опору   співпадають. 

Природу виникнення сходинок на залежності  Bxy  ілюструє мал. 3 який 

складається з двох графіків: залежності Голлівського опору xy  та магнетних 
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рівнів від індукції магнетного поля. Також на цьому малюнку показано рівень 

Фермі fE , який не залежить від магнетного поля. З цього малюнка видно, що 

кожного разу, коли величина індукції магнетного поля така, що за цього її 
значення рівень Фермі перетинається з будь-яким рівнем Ландау, Голлівський 
опір різко зростає. Якщо і надалі збільшувати магнетне поле, то Голлівський 
опір виходить на плато, яке тягнеться до наступної точки перетину рівня Фермі 
з одним із рівнів Ландау. Тобто, якщо магнетне поле таке, що рівень Фермі 
перебуває між рівнями Ландау – то плато, а якщо рівень Фермі перетинає рівень 
Ландау – то різке зростання Голлівського опору. 

 

 
 

Рис. 3. Графічна інтерпретація квантового ефекту Голла. 
По горизонтальній осі – індукція магнетного поля В, по вертикалі – Голлівський 

питомий опір ху та енергія електронів, 1-5 – номери магнетних рівнів (рівнів Ландау),                  
Ef – енергія Фермі, В1-В5 – індукція магнетного поля, за яких різко зростає Голлівський 

питомий опір. За перетину рівня Фермі з n-ним рівнем Ландау відбувається різке зростання 
голлівського питомого опору. Графік відображає експериментальну ситуацію коли 

змінюють індукцію магнетного поля за незмінної концентрації вільних електронів (n=const). 
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Чому це відбувається? Як вже згадувалось, електрони, які беруть участь у 

процесах транспорту знаходяться на рівні Фермі (мають енергію, що дорівнює 

енергії рівня Фермі) і якщо ця енергія знаходиться між рівнями Ландау то 

розсіювання електронів не  відбувається, бо поблизу немає жодного стану, який 

би міг бути зайнятий електроном. Тому енергія, яку електрон отримав від 

електричного поля не може бути віддана іншій частинці (на відміну від 

класичного електрона, який за зіткнення з вузлом кристалічної гратки цілком 

віддає йому енергію набуту в електричному полі [8-10]). З тієї ж причини 

електрон і не може набирати енергії – Голлівський опір не зростає і не спадає, 

він залишається сталим, а звичайний опір xx
 при цьому дорівнює нулю, 

причому практично дорівнює нулю, тобто це не є надпровідний стан за якого 

опір дорівнює нулю і практично і теоретично.  

Цей ефект падіння опору практично до нуля ми можемо назвати квантовий 

магнеторезистивний ефект. При цьому опір не дорівнює точно нулю тому, що 

електрони провідності  за температури вище абсолютного нуля знаходяться не 

тільки на рівні Фермі, а й дещо вище і нижче цього рівня як це видно з мал. 2, і 

тому «хвіст» функції розподілу може досягати рівня Ландау навіть тоді, коли 

рівень Фермі знаходиться між рівнями Ландау. Іншими словами: на рівні Ландау 

може бути певна незначна кількість електронів навіть тоді, коли він не 

перетинається з рівнем Фермі і внаслідок цього в магнеторезистивному ефекті 

ми не отримаємо точного нуля опору. Ця ж причина в ефекті Голла приведе до 

скорочення ширини сходинок, вони будуть заокруглені як це і видно з відомих 

експериментів [3,11,12]. У свою чергу, видовженню «хвоста» функції розподілу 

сприяє температура, тому зі збільшенням температури умови спостереження 

квантового ефекту Голла погіршуються. 

З мал. 3 можемо отримати ще один результат. Оскільки в точках перетину 

енергія рівня Фермі дорівнює енергії рівня Ландау, то враховуючи, що енергія 

k-го рівня Ландау 

B
m

e
kEk *2

1 








 ,               (5) 

 

де 
*m  – ефективна маса електрона,   – стала Планка, можна написати: 

fk EB
m

e
k 










*2

1 
.        (6) 

 

Звідки індукція магнетного поля kB  перетину рівнів Фермі та Ландау 

(індукція магнетного поля, де починається стрімке зростання xy ) 
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.             (7) 

Виразимо всі kB  через 
e

Em
B

f
*

0 2 , тобто через індукцію магнетного 

поля за якого рівень Фермі перетинає нульовий рівень Ландау 
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.                    (8) 

 

Підставляючи сюди ...,2,1,0k , отримаємо, що 

...,
7

1
,

5

1
,

3

1
030201 BBBBBB  , що і бачимо на мал. 3. Порівнюючи довжини 

сусідніх плато на основі цієї формули, дістанемо 

12

52

21

1














k

k

BB

BB

kk

kk
.           (9) 

 

Звідки маємо, що перше плато у 
1

5
 разів довше за друге, друге у 

3

7
 разів 

довше за третє, третє у 
5

9
 раза довше за четверте і т. д. (нульове плато 

теоретично нескінченно довге). Зауважимо також, що ці співвідношення 
правильні лише для випадку лінійних залежностей енергії рівнів Ландау від 
індукції магнетного поля, що у свою чергу має місце для параболічного закону 
дисперсії. Проте навіть ці найпростіші розрахунки дають непоганий збіг з 
експериментальними даними [13-15]. 

За уважного вивчення мал. 3 може виникнути ще одне запитання. Відомо, 
що у напівпровідниках рівень Фермі знаходиться у забороненій зоні, проте на 
цьому малюнку він показаний у зоні провідності (початок відліку на графіку це 
дно зони провідності). Проте рівень Фермі знаходиться у забороненій зоні тільки 
в об’ємі напівпровідника, а на його поверхні зони вгинаються і дно зони 
провідності опиняється нижче рівня Фермі, що і уможливлює перетин рівня 
Фермі з рівнями Ландау. Цим і пояснюється той факт, що квантовий ефект Голла 
спостерігається тільки у двовимірних структурах. 

Висновки. Квантовий ефект Голла є фундаментальним явищем фізики 

твердого тіла, яке не лише збагатило наше розуміння квантової природи мате-

ріалів, але й стало основою для численних наукових відкриттів і технологічних 

розробок. Проте його складність у теоретичному та експериментальному 
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аспектах створює бар’єри для ефективного вивчення цього явища, особливо 

серед студентів і дослідників-початківців. 

Використання статичних графіків є ефективним засобом для пояснення 

ключових аспектів квантового ефекту Голла. Простота і доступність 

графічного представлення цього явища дозволяють значно спростити процес 

його вивчення. Такі моделі є цінним інструментом як у навчальному процесі, 

так і в наукових дослідженнях, сприяючи поширенню знань про квантовий 

ефект Голла. 

Квантовому ефекту Голла можна надати просте і ефективне графічне 

тлумачення. На одному і тому ж графіку по горизонтальній осі відкладаємо 

індукцію магнетного поля  B , а по вертикальній – енергію носіїв струму  E  та 

Голлівський опір  xy . Різке зростання Голлівського опору відбувається за тих 

значень індукції магнетного поля за яких будь-який (k-ий) рівень Ландау досягає 

рівня Фермі (який залишається сталим). На таких графіках можна наочно 

продемонструвати взаємодію рівня Фермі з рівнями Ландау, природу 

утворення плато та стрибків Голлівського опору, а також вплив зовнішніх 

факторів, таких як температура чи магнітне поле. 

За тих значень індукції магнетного поля за яких рівень Фермі перебуває 

між рівнями Ландау, Голлівський опір не змінюється і на графіку спосте-

рігається плато. 

З рівності рівня Фермі рівневі Ландау отримаємо, що магнетне поле за 

якого починається нульове плато в 3 рази більше за поле за якого починається 

перше плато, в 5 разів більше за поле початку другого плато, в 7 разів більше за 

поле початку третього плато і т. д. І хоча ці співвідношення правильні лише для 

найпростішого (параболічного) закону дисперсії електронів, вони досить добре 

підтверджуються експериментально 

Таким чином, візуалізація та адаптація складних наукових явищ до 

потреб освіти й досліджень є важливим кроком у підготовці нової генерації 

кваліфікованих фахівців та популяризації науки. 
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