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ВСТУП 
  

Цей посібник охоплює матеріал із тем «Векторні простори. Унітарні 

та евклідові простори. Лінійні оператори. Лінійні оператори на 

евклідовому та унітарному просторах. Квадратичні форми» курсу «Лінійна 

алгебра». Він побудований за принципом задачника-практикуму: кожна 

тема містить ряд типових задач з детальними розв’язаннями або 

вказівками та відповідями до них і завдання для самостійної роботи. 

Нумерацію більшості завдань, що використовується тут, взято із 

збірника [2] та із збірників, які вказані в літературі, а нумерація формул 

ведеться заново у кожній темі. 

Посібник призначений для студентів, які вивчають пропоновані теми 

в курсі «Лінійна алгебра». Він допоможе студентам у підготовці до 

практичних занять та самостійному вивченні даного матеріалу. 
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Розділ I. ВЕКТОРНІ ПРОСТОРИ. УНІТАРНІ ТА 

ЕВКЛІДОВІ ПРОСТОРИ 
 

Тема 1. Базис і розмірність векторного 
простору. Координати вектора. Зв’язок між 

базисами. Перетворення координат вектора при 
переході до іншого базису 

 

№ 30.5 [2]. Що можна сказати про лінійну залежність: а) системи, яка 

складається із 49 векторів простору розмірності 50; б) системи, яка 

складається із 100 векторів простору розмірності 100; в) системи, яка 

складається із 1001 вектора простору розмірності 1000? 

 Розв’язання. 

а) Нічого конкретного, бо можуть бути системи із 49 векторів як 

лінійно залежні (досить узяти 49 однакових векторів), так і лінійно 

незалежні (досить узяти 49 векторів з довільного базису розглядуваного 

простору); б) нічого конкретного, так само, як і в пункті а); в) така система 

обов’язково лінійно залежна. 

 

№ 30.8 [2] (а). Знайти базис і розмірність підпростору L  арифметичного 

векторного простору nV , що складається з усіх векторів простору nV , у 

кожного з яких перша і остання координати рівні між собою. 

 Розв’язання.  

 У випадку знаходження базису всіх підпросторів арифметичного 

векторного простору nV  швидкість виконання завдання залежить від 

нашого вміння змушувати “бігати одиничку”. Пояснимо докладніше цей 

вислів. Відомо, що найдоцільніше за базис простору nV  брати набір так 

званих одиничних векторів:  

),0,...,0,1(1 


e  ),0,...,1,0(2 


e  ...,  )1,...,0,0(


ne . 

При побудові базису довільного підпростору L  простору nV   ми маємо те 

саме завдання. 

 Легко довести, що система векторів  

)1,0,...,0,0,1(1 


c ,   

)0,0,...,0,1,0(2 


c , 

)0,0,...,1,0,0(3 


c , 

………………… 

)0,1,...,0,0,0(1 


nc  
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є базисом розглядуваного підпростору L . А якщо у векторному просторі 

L  є базис, що складається з n векторів, то простір L  має розмірність n. 

Тому, як видно з базису, розмірність цього підпростору L  дорівнює 1n .  

 

№ 1300 [6]. Знайти базис і розмірність векторного підпростору 

арифметичного векторного простору nV , що складається з векторів 

вигляду ,...),,,,,(  , де   і  – довільні числа. 

 Розв’язання.  

 За базис можна взяти систему векторів 

,...)0,1,0,1,0,1(1 


e ,  ,...)1,0,1,0,1,0(2 


e . 

 Розмірність цього підпростору дорівнює 2. 

 

 

Знайти базис і розмірність дійсного векторного простору L  

квадратних матриць 2-го порядку з дійсними елементами. 

 Розв’язання.  

Зауважимо спочатку, що як при відшуканні базису всіх підпросторів 

арифметичного векторного простору nV , так і у випадку простору матриць, 

використаємо метод “біжучої одинички”. 

Покажемо, що система векторів (матриць) 






































10

00
,

01

00
,

00

10
,

00

01
22211211 EEEE  

простору L  лінійно незалежна. Складемо рівність  

OEEEE  224213122111   

або 














































00

00

10

00

01

00

00

10

00

01
4321   




















00

00

43

21




. 

Отже, остання рівність можлива лише тоді, коли 04321   . 

 Крім того, будь-який вектор (матриця) простору L  лінійно 

виражається через систему векторів 22211211 ,,, EEEE , а саме, 

2222212112121111

2221

1211
EaEaEaEa

aa

aa









. 

Отже, },,,{ 22211211 EEEEB  – базис простору L . Оскільки цей базис 

складається з чотирьох векторів, то розмірність розглядуваного простору 

дорівнює 4. 
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Зауваження. Аналогічно знаходиться базис простору квадратних 

матриць n -го порядку з дійсними елементами, причому його розмірність 

дорівнює 
2n . 

 

№ 31.2 [2] (а). Довести, що вектори )1,1,1(1 


a , )1,2,1(2 


a , )1,2,3(3 


a  

утворюють базис і знайти координати вектора )1,7,1( 


x  у цьому базисі. 

 Розв’язання.  

 Оскільки розглядуваний простір має розмірність 3 (це видно з 

кількості координат у заданих векторах), то досить довести, що система 

векторів  


321 ,, aaa  лінійно незалежна. Для цього треба показати, що ранг 

матриці, складеної з координат цих векторів, дорівнює 3.  















 
















 

600

210

111

123

121

111

. 

 Координати вектора 


x  в базисі  


321 ,, aaa  знаходимо з рівності: 


 332211 aaax  . 






























.2

,4

,3

1

,722

,13

3

2

1

321

321

321













 

 Отже, координатний рядок вектора 


x  в базисі  


321 ,, aaa :    ]2,4,3[  . 

 

№ 31.3 [2]. Довести, що кожна з двох даних систем векторів є базисом, і 

знайти зв’язок між координатами того самого довільно вибраного вектора 

в цих двох базисах, якщо: 

а) )1,1,1(1 


e , )2,1,1(2 


e , )1,3,1(3 


e ; 

        )1,1,1(1 


e , )1,2,1(2 


e , )1,2,2(3 


e . 

 Розв’язання.  

Те, що кожна з двох даних систем векторів є базисом, доводиться 

аналогічно, як і в № 31.2. Знайдемо зв’язок між координатами того самого 

довільно вибраного вектора 


a  в цих двох базисах. 

Якщо вектор 


a  в базисі B  має координати 321 ,,  , а в базисі B– 

координати  321 ,,   , то 

   T321321 ,,,,   , 
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    1

321321 ,,,,  T , 

де T – матриця переходу від базису B  до базису B , яка визначається з 

матричної рівності  Tee  ,   де  


































3

2

1

e

e

e

e ,  




























3

2

1

e

e

e

e . 

Нехай  




























0

3

0

2

0

1

0

e

e

e

e , де )1,0,0(),0,1,0(),0,0,1( 0

3

0

2

0

1 


eee . 

Тоді  
0

0eAe  ,                                                      (1) 
0

0eBe  ,                                                      (2)         

де 0A  і 0B  – матриці, складені із координат векторів базисів B  і B  

відповідно. Визначимо 
0e  з рівності (1) 

eAe 1

0

0   

і підставимо в рівність (2): 

eABe 1

00

 . 

Звідси отримаємо формули  
1

00

 ABT ,         
1

00

1   BAT . 

 Знаходимо матрицю 
1

0

A : 
















































224

123

345

2

1

131

211

111
1

1

0A . 

Тоді 














































 

224

123

345

122

121

111

2

11

00 ABT  
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














































334
2

3
1

2

3
122

668

323

244

2

1
,            

























241

343

463
1T . 

 Отже,  

     
























334
2

3
1

2

3
122

,,,,,, 321321321  T , 

     






















 

241

343

463

,,,,,, 321

1

321321  T , 

або  















.234

,446

,33

3213

3212

3211







 

 

№ 31.4 [2]. Знайти координати матриці 











51

1213
A  в базисі    

б) 











































11

11
,

11

10
,

11

00
,

10

00
B . 

 Розв’язання.  

 Розкладемо задану матрицю за базисними матрицями; коефіцієнти 

розкладу і будуть шуканими координатами. 














































 11

11

11

10

11

00

10

00

51

1213
4321  . 

Використаємо означення рівності двох матриць, отримаємо систему: 











































.4

,13

,1

,13

5

,1

,12

,13

1

2

3

4

4321

432

43

4

















 

Отже, ]13,1,13,4[  – шуканий координатний рядок.  

 

№ 31.5 [2]. Знайти матрицю переходу T  від базису B  до базису B , де  
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






































 

00

01
,

00

11
,

01

11
,

11

11
B ,    











































11

11
,

11

10
,

11

00
,

10

00
B . 

 Розв’язання.  

 Позначимо матриці базису B  через 4321 ,,, EEEE , а матриці базису 

B  через 4321 ,,, EEEE  . Розкладемо матриці 4321 ,,, EEEE    через матриці  

4321 ,,, EEEE : 

 

4143132121111 EEEEE   , 

4243232221212 EEEEE   , 

4343332321313 EEEEE   , 

4443432421414 EEEEE   . 

Матрицю переходу складають коефіцієнти цих розкладів. 

 З першої рівності маємо: 
 



































 










00

01

00

11

01

11

11

11

10

00
14131211  , 

звідки  











































.1

,1

,2

,2

1

,0

,0

,0

11

12

13

14

11

1211

131211

14131211

















 

Аналогічно знаходимо інші коефіцієнти. Шукана матриця переходу має 

вигляд: 































2201

3201

2101

2211

T . 

 

№ 31.6. Як зміниться матриця переходу від одного базису до другого, 

якщо: а) переставити два перших (довільних) вектори першого базису? 

б) поміняти місцями два перших (довільних) вектори другого базису? 

в) записати вектори обох базисів у зворотному порядку? 

 Розв’язання.  

 У матриці переходу від першого базису до другого: а) поміняються 

місцями перші (довільні) два стовпці; б) поміняються місцями перші 

(довільні) два рядки; в) усі рядки і всі стовпці запишуться у зворотному 

порядку. 
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Завдання для самостійної роботи до теми 1 

 

№ 30.8 [2] (в). Знайти базис і розмірність підпростору L  арифметичного 

векторного простору nV , що складається з усіх векторів простору nV , у 

кожного з яких координати з парними (непарними) номерами дорівнюють 

нулю. 

№ 31.2 [2] (б). Довести, що вектори  

)1,1,1(1 


a , )0,1,1(2 


a , )0,0,1(3 


a  

утворюють базис і знайти координати вектора )3,1,2( 


x  у цьому базисі. 

№ 31.2 [2] (в). Довести, що вектори  

)0,0,1,1(1 


a , )0,1,1,0(2 


a , )0,1,0,0(3 


a , )1,0,0,0(4 


a  

утворюють базис і знайти координати вектора )0,1,1,2( 


x  у цьому 

базисі. 

№ 31.3 [2]. Довести, що кожна з двох даних систем векторів є базисом, і 

знайти зв’язок між координатами того самого довільно вибраного вектора 

в цих двох базисах, якщо: 

б) )1,0,1(1 


e , )2,1,3(2 


e , )0,1,0(3 


e ; 

    )0,1,0(1 


e , )2,1,3(2 


e , )1,0,1(3 


e ; 

Що відбувається у цьому випадку з координатами вектора при переході від 

одного базису до іншого? 

в) )1,1,1,1(1 


e , )0,1,1,1(2 


e , )0,0,1,1(3 


e , )0,0,0,1(4 


e ; 

    )1,0,0,0(1 


e , )1,1,0,0(2 


e , )1,1,1,0(3 


e , )1,1,1,1(4 


e . 

№ 31.4 [2]. Знайти координати матриці  











51

1213
A   в базисі 

а) 








































 

00

01
,

00

11
,

01

11
,

11

11
B . 

 

Тема 2. Лінійна оболонка множини векторів. 

Перетин, сума і пряма сума підпросторів 
 

№ 32.2 [2] (а). Знайти базис і розмірність векторного підпростору, який є 

лінійною оболонкою такої системи векторів: 

)1,0,0,1(1 


a , )0,1,1,2(2 


a , )1,1,1,1(3 


a , )4,3,2,1(4 


a , )3,2,1,0(5 


a . 
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 Розв’язання.  

 Розмірність лінійної оболонки 











54321 ,,,, aaaaaL  дорівнює рангу 

матриці, яка містить координати даних векторів у довільному базисі всього 

простору, а за базис простору L  можна взяти довільну максимальну 

лінійно незалежну підсистему системи 


54321 ,,,, aaaaa . 
 























 























 























 

5

4

3

2

1

5

4

3

2

1

5

4

3

2

1

1100

1100

0000

2110

1001

3210

5320

2110

2110

1001

3210

4321

1111

0112

1001

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a































 

 

5

4

3

2

1

0000

1100

0000

2110

1001

a

a

a

a

a































 

  

 

3Arang , тому 3,,,,dim 54321 











aaaaaL . 

Однією з максимальних лінійно незалежних підсистем системи 


54321 ,,,, aaaaa  є підсистема 


421 ,, aaa , її можна взяти за базис. За базис 

можна взяти також підсистеми    


431 ,, aaa ,     


521 ,, aaa ,      


531 ,, aaa . 

 

№ 32.5 [2] (г). Знайти розмірність s  суми і розмірність d  перетину 

векторних підпросторів U  і V , заданих як лінійні оболонки векторів 


kaaa ,...,, 21  і 


lbbb ,...,, 21  відповідно: 

)1,0,1(1 


a , )1,2,1(2 


a , )2,2,0(3 


a ; 

)1,2,3(1 


b , )0,1,2(2 


b , )1,1,1(3 


b . 

Розв’язання.  

 Знайдемо спочатку розмірності просторів U  і V . 



14 

 





















































000

110

101

220

220

101

220

121

101

. 

 Отже, 2dim U . 
 






































































000

210

111

210

210

111

123

012

111

111

012

123

. 

 Отже, 2dim V . 
  

Щоб знайти розмірність суми, складемо матрицю з базисних 

векторів простору U  і простору V  (ненульові рядки в східчастих 

матрицях) та обчислимо її ранг: 
 
























































































000

100

110

101

100

100

110

101

100

010

110

101

210

111

110

101

. 

 Отже, 3)dim(  VUs . 

 За теоремою про розмірність суми підпросторів 

)dim(dimdim)dim( VUVUVU  , 

звідки                 )dim(dimdim)dim( VUVUVU  . 

 Отже, 1322)dim(  VUd  . 

 

№ 32.6 [2] (д). Знайти базиси суми і перетину векторних підпросторів U  і 

V , заданих як лінійні оболонки векторів 


kaaa ,...,, 21  і 


lbbb ,...,, 21  

відповідно: 

)0,1,1,1(1 


a , )0,0,1,0(2 


a , )1,0,2,1(3 


a ; 

)0,0,1,0(1 


b , )0,1,1,2(2 


b , )1,1,2,0(3 


b . 

Розв’язання.  

 Відомо, що коли розглядається сума лінійних оболонок 

),...,,( 21



 kaaaLU   і  ),...,,( 21



 lbbbLV , то базисом суми VUS  є 

кожна максимально лінійно незалежна підсистема системи векторів 


lk bbbaaa ,...,,,,...,, 2121  або системи векторів 


ms iiijjj bbbaaa ,...,,,,...,,
2121

, де 



sjjj aaa ,...,,
21

– базис U , 


miii bbb ,...,,
21

– базис V . 
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 Знайдемо спочатку базиси просторів U  і V . Для цього складемо 

матриці з координат даних векторів  


kaaa ,...,, 21  і 


lbbb ,...,, 21  та знайдемо 

їхні ранги.  























































1100

0010

0111

1130

0010

0111

1021

0010

0111

A ;   3rangA . 

 





















































1100

0010

0112

1120

0010

0112

1120

0112

0010

C ;   3rangC . 

 Отже, базисом простору U  є система векторів 


321 ,, aaa , а базисом 

простору V  є система векторів 


321 ,, bbb . Знайдемо базис простору VU  . 

Для цього складемо матрицю з координат векторів 


321321 ,,,,, bbbaaa  (або 

з ненульових рядків відповідних східчастих матриць) і знайдемо її ранг. 
 

























































































0000

0000

0100

1100

0010

0111

0000

0000

0110

1100

0010

0111

1100

0010

0112

1100

0010

0111

D  

 





























0000

0000

1000

1100

0010

0111

;        4rangD . 

За базис простору VUS   можна взяти вектори 


2321 ,,, baaa . Знайдемо 

тепер базис перетину VUP  . Оскільки 3dim U , 3dim V , 

4dim S , то 2433dim P . 
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Отже, базис простору P  складається з двох векторів. Знайдемо їх. 

Оскільки простір P  складається з тих і тільки тих векторів 


p , що 

належать як до простору U , так і до простору V , то можна припустити, 

що  


 332211332211 bybybyaxaxaxp .                        (1) 

Ця рівність рівносильна системі чотирьох лінійних однорідних рівнянь з 

шістьма невідомими 321321 ,,,,, yyyxxx   рангу 4: 





















.0

,0

,022

,02

33

321

321321

231

yx

yyx

yyyxxx

yxx

                                (2)               

Знайдемо фундаментальну систему розв’язків цієї системи. 
 





























































100100

110100

211310

020101

100100

110001

211211

020101

 

 































010000

110100

211310

020101

. 

Загальний розв’язок системи (2): 
 





















.0

,

,

,

2

33

312

31

y

yx

yyx

yx

 

 

 
1x  2x  3x  1y  2y  3y  



1f  0 1 0 1 0 0 



2f  1 -1 1 0 0 1 

Фундаментальна система розв’язків системи (2):  

)1,0,0,1,1,1(),0,0,1,0,1,0( 21 


ff . 
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Базис простору P  дістанемо, якщо в рівності (1) замість 321 ,, xxx  

(або замість 321 ,, yyy ) підставимо їх значення з 


1f  і 


2f : 

)0,0,1,0(121 


bac , 

)1,1,2,0(33212 


baaac . 

 

№ 32.6 [2] (г). Знайти базиси суми і перетину векторних підпросторів U  і 

V , заданих як лінійні оболонки векторів 


kaaa ,...,, 21  і 


lbbb ,...,, 21  

відповідно: 

)1,0,1(1 


a , )0,1,0(2 


a , )1,1,0(3 


a ; 

)0,0,1(1 


b , )0,1,1(2 


b , )1,1,1(3 


b . 

Розв’язання.  

 Знайдемо спочатку базиси просторів U  і V .  
 












































100

010

101

110

010

101

A ;   3rangA . 

 





















































100

010

001

110

010

001

111

011

001

C ;   3rangC . 

 Отже, базисом простору U  є система векторів 


321 ,, aaa , а базисом 

простору V  є система векторів 


321 ,, bbb . Знайдемо базис простору VU  . 

Для цього складемо матрицю з координат векторів 


321321 ,,,,, bbbaaa  (або 

з ненульових рядків відповідних східчастих матриць) і знайдемо її ранг. 

 

























 



































































000

000

000

100

010

101

100

000

100

100

010

101

100

010

001

100

010

101

D ;        3rangD . 
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За базис простору VUS   можна взяти вектори 


321 ,, aaa  (або 


321 ,, bbb ). Знайдемо тепер базис перетину VUP  . Оскільки 3dim U , 

3dim V , 3dim S , то 3333dim P . 

Отже, базис простору P  теж складається з трьох векторів.  
 

Таким чином, у цьому випадку і підпростір U , і підпростір V  

збігаються з усім векторним простором 3L . Тому за базис перетину, як і за 

базис суми, можна взяти вектори 


321 ,, aaa  (або 


321 ,, bbb ). 

 

№ 32.11 [2]. Знайти простір розв’язків системи лінійних однорідних 

рівнянь (знайти базис і визначити розмірність): 

б)  
























.0

,0

,0

,0

,0

541

632

6521

642

531

xxx

xxx

xxxx

xxx

xxx

    

 Розв’язання.  

 Для знаходження базису слід вказати фундаментальну систему 

розв’язків системи лінійних однорідних рівнянь, а розмірністю простору 

буде число векторів фундаментальної системи розв’язків, яке, як відомо, 

дорівнює rn  , де n – кількість невідомих, r  – ранг матриці системи. 
 































































000000

000000

001100

101010

010101

011001

100110

110011

101010

010101

. 

Загальний розв’язок: 















.

,

,

43

642

541

xx

xxx

xxx

 

Базис: )1,0,0,0,1,0(),0,1,0,0,0,1(),0,0,1,1,1,1( 321 


bbb . 

Розмірність простору розв’язків дорівнює 3. 
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Завдання для самостійної роботи до теми 2 
 

№ 32.2 [2] (в). Знайти базис і розмірність векторного підпростору, який є 

лінійною оболонкою такої системи векторів: 

)0,1,1,1,1(1 


a , )1,1,1,1,1(2 


a , )1,0,0,2,2(3 


a , )2,5,5,1,1(4 


a , 

)0,0,1,1,1(5 


a . 

№ 32.5 [2] (д). Знайти розмірність s  суми і розмірність d  перетину 

векторних підпросторів U  і V , заданих як лінійні оболонки векторів 


kaaa ,...,, 21  і 


lbbb ,...,, 21  відповідно: 

)1,1,1,1(1 


a , )1,1,1,1(2 


a , )3,1,3,1(3 


a ; 

)2,0,2,1(1 


b , )2,1,2,1(2 


b , )1,3,1,3(3 


b . 

 

№ 32.6 [2] (а). Знайти базиси суми і перетину векторних підпросторів U  і 

V , заданих як лінійні оболонки векторів 


kaaa ,...,, 21  і 


lbbb ,...,, 21  

відповідно: 

)1,2,1(1 


a , )1,1,1(2 


a , )3,3,1(3 


a ; 

)1,3,2(1 


b , )2,2,1(2 


b , )3,1,1(3 


b . 

№ 32.11 [2]. Знайти простір розв’язків системи лінійних однорідних 

рівнянь (знайти базис і визначити розмірність): 

в)   















.0

0

,0

21

32

321

xx

xx

xxx

 

 

Тема 3. Векторний простір із скалярним 

добутком. Процес ортогоналізації системи 
векторів 

 

Знайти скалярний добуток векторів )2,2,4,1( x


, )3,3,3,3(y


. 

Нормувати вектори x


 і y


. 

 Розв’язання.  

366123),( yx


; 














5

2
,

5

2
,

5

4
,

5

1

5

1

44161

11
0 xxx

x
x





; 
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












2

1
,

2

1
,

2

1
,

2

1

6

1

9999

11
0 yyy

y
y





. 

 

№ 34.10 [2]. Чи буде векторний простір 4L  над полем дійсних чисел ℝ  

евклідовим, якщо за скалярний добуток довільних його векторів 

),,,( 4321 xxxxx 


,  ),,,( 4321 yyyyy 


  узяти число 

44332211),( yxyxyxyxyx 


? 

 Розв’язання.  

 Ні, бо не виконується умова 0),( xx


 для всіх ненульових векторів 

x


. Наприклад, якщо )1,0,0,0(x


, то 01),( xx


. 

 

 Чи можна в n-вимірному векторному просторі nL  над полем дійсних 

чисел ℝ задати скалярний добуток векторів ),...,,( 21 nxxxx 


,  

),...,,( 21 nyyyy 


 за допомогою формули  

nn ynxyxyxyxyx  ...32),( 332211


? 

 Розв’язання.  

 Так, бо виконуються всі аксіоми скалярного множення. 

 

№ 34.7 [2] (а). Знайти довжини сторін і внутрішні кути трикутника, 

вершини якого задано своїми координатами: A(2,4,2,4,2), B(6,4,4,4,6), 

C(5,7,5,7,2). 

 Розв’язання.    ),(||||


 ABABAB ; 

)4,0,2,0,4(


AB ;  3616416),( 


ABAB ;  636|||| 


AB ; 

)0,3,3,3,3(


AC ;  369999),( 


ACAC ;  636|||| 


AC ; 

2

1

36

18

66

0430323034

||||||||

),(
cos 













ACAB

ACAB
A ; 

060A . 

Трикутник рівносторонній, тому 6|||| 


BC , 
060B , 

060C . 

 

№ 34.8 [2]. Довести, що квадрат довжини сторони трикутника дорівнює 

сумі квадратів довжин двох його інших сторін без подвоєного добутку цих 

сторін на косинус кута між ними (теорема косинусів), користуючись 

скалярним добутком векторів. 

 Розв’язання.  

Потрібно довести, що  cos2222 accab  . 
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                          c


                                     cab


 ; 

           b


                                              
22 |||||||| cab


 ; 

 

                        a


 
 

 ),(2||||||||),(2),(),(),(|||| 222 cacacaccaacacab


 

cos||||||||2|||||||| 22 caca


 . 

 

№ 34.2 [2]. Встановити, чи є бінарне відношення ортогональності векторів, 

задане на множині всіх векторів простору nE , рефлексивним, 

симетричним, транзитивним. 

 Розв’язання.  

 Бінарне відношення ортогональності векторів, задане на множині 

всіх векторів простору nE , є нерефлексивним, симетричним і 

нетранзитивним. 

 

№ 34.3 [2]. Ортогоналізувати систему векторів: 

б) )1,2,3,1(1 b


, )5,5,0,0(2 b


, )1,1,1,2(3 b


. 

 Розв’язання.  

 Перевіримо спочатку, чи є задана система векторів лінійно 

незалежною. 






































5500

3370

1231

1112

5500

1231

;   3rangA . 

Від системи векторів 321 ,, bbb


 перейдемо до ортогональної системи 

321 ,, aaa


.  Нехай )1,2,3,1(11  ba


. Тоді перевіряємо, який з векторів 

32 ,bb


 ортогональний до вектора 1a


, і, якщо такий є, то за 2a


 треба взяти 

саме його, незалежно від того, який порядковий номер він має. 

Оскільки 0),( 13 bb


, то за вектор 2a


 візьмемо вектор 3b


:  

)1,1,1,2(2 a


. Тоді вектор 3a


 шукаємо у вигляді 

222113 baaa


  . 

21,  шукаємо з умов  0),(,0),( 2313  aaaa


. 

;1
15

15

),(

),(

11

21
1 

aa

ba



     .0

7

0

),(

),(

22

22
2 

aa

ba



  

)4,3,3,1()5,5,0,0()1,2,3,1(213  baa


. 
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Отже, )1,2,3,1(1 a


, )1,1,1,2(2 a


, )4,3,3,1(3 a


 – шукана 

ортогональна система векторів. 

 

а) )0,1,2,1(1 b


, )0,2,1,1(2 b


, )1,1,1,1(3 b


, )1,4,4,1(4 b


. 

 Розв’язання.  














































0000

1100

1010

1111

1441

1111

0211

0121

;   3rangA . 

 Задана система векторів лінійно залежна, тому  її ортогоналізувати 

не можна. 

 

в) )1,0,1(1 b


, )3,1,1(2 b


, )5,34,13(3 b


. 

 Розв’язання.  

 Перевіримо, чи є задана система векторів лінійно незалежною. 






































14400

410

101

53413

311

101

;   3rangA . 

Від системи векторів 321 ,, bbb


 перейдемо до ортогональної системи 

321 ,, aaa


.  Нехай )1,0,1(11  ba


. Перевіркою встановлюємо, що жодний з 

векторів 32 ,bb


 не є ортогональним до вектора 1a


. Тоді вектор 2a


 шукаємо 

у вигляді 

2112 baa


  . 

1  шукаємо з умови  0),( 12 aa


.  

.1
2

2

),(

),(

11

21
1 

aa

ba




  

Тоді  

).2,1,2()3,1,1()1,0,1(212  baa


 

Вектор 3a


 шукаємо у вигляді 

322113 baaa


  . 

21,  шукаємо з умов  0),(,0),( 2313  aaaa


. 

.2
9

18

),(

),(
;9

2

18

),(

),(

22

32

2

11

31

1 
aa

ba

aa

ba








      
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).8,32,8()5,34,13()2,1,2(2)1,0,1(929 3213  baaa


. 

Отже, )8,32,8(),2,1,2(),1,0,1( 321  aaa


 – шукана 

ортогональна система векторів. 

 

Знайти нормований вектор, ортогональний до векторів )2,3,1,1(1 a


, 

)1,1,1,1(2 a


, )1,1,1,1(3 a


. 

 Розв’язання.  

 Вектор ),,,( 4321 xxxxx 


 повинен задовольняти умови: 

0),(,0),(,0),( 321  axaxax


,  

тобто 















.0

,0

,023

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

Зведемо матрицю системи до східчастого вигляду: 

















1000

1100

1111

. 

Загальний розв’язок:                    















.0

,0

,

4

3

21

x

x

xx

 

Фундаментальна система розв’язків:   )0,0,1,1(x


. Нормуємо вектор x


: 












 0,0,

2

1
,

2

1

2

1

0011

11
0 xxx

x
x





. 

 Отже, шуканий вектор    







 0,0,

2

1
,

2

1
0x


. 

 

Завдання для самостійної роботи до теми 3 

 

 Чи можна в n-вимірному векторному просторі nL  над полем дійсних 

чисел ℝ задати скалярний добуток векторів  ),...,,( 21 nxxxx 


,  

),...,,( 21 nyyyy 


 за допомогою формули  

112211 ...),(  nn yxyxyxyx


? 

 

№ 34.7 [2] (б). Знайти довжини сторін і внутрішні сторони трикутника, 

вершини якого задано своїми координатами: )5,1,1,1(),1,3,3,2(),1,1,1,1( CBA ; 
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),3,4,0,4,3(),1,2,3,2,1( BA  

)78
26

5
1,78

13

5
2,78

13

10
3,78

13

5
2,78

26

5
1( C . 

 

№ 34.3 [2]. Ортогоналізувати систему векторів: 

г) )1,1,0,1(1 b


, )1,1,1,1(2 b


, )2,1,0,0(3 b


, )1,3,0,1(4 b


; 

д) )1,1,0,1(1 b


, )0,3,1,3(2 b


, )1,1,7,5(3 b


. 

 

Тема 4. Ортогональний та ортонормований 

базиси 
 

№ 34.4 [2]. Перевірити, чи вектори  1a


 і 2a


 ортогональні, і коли так, то 

доповнити систему цих векторів до ортогонального базису простору, в 

якому вони розглядаються, якщо:  

г)  )1,0,0,1(1 a


, )0,1,1,0(2 a


. 

 Розв’язання.  

0),( 21 aa


, то вектори  1a


 і 2a


 ортогональні. 

Знайдемо тепер такий вектор 44321 ),,,( Exxxxx 


, що  

0),(),( 21  xaxa


. 

Дістанемо систему лінійних однорідних рівнянь: 









,0

,0

32

41

xx

xx
 

загальний розв’язок якої 









.

,

32

41

xx

xx
 

Фундаментальна система розв’язків цієї системи: 

)1,0,0,1(),0,1,1,0( )2()1(  xx


. 

Вектори 
)2()1( , xx


 ортогональні до векторів 1a


, 2a


 (їх знайдено з цієї 

умови). Крім того, ортогональні і самі вектори 
)2()1( , xx


, бо 0),( )2()1( xx


. 

Тому система векторів 
)2()1(

21 ,,, xxaa


 є ортогональним базисом 

простору 4E . 

 Зауважимо, що якщо б вектори 
)2()1( , xx


 виявились не 

ортогональними, то систему векторів 
)2()1( , xx


 треба було б 

ортогоналізувати. 

 

в) )2,1,1,1(1 a


, )2,3,2,1(2 a


. 
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 Розв’язання.  

02),( 21 aa


, то вектори  1a


 і 2a


 не ортогональні. 

 

Перевірити, чи вектори  1a


 і 2a


 ортогональні, і коли так, то 

доповнити систему цих векторів до ортогонального базису простору, в 

якому вони розглядаються, якщо:    )2,5,1,6(1 a


, )3,2,4,2(2 a


. 

 Розв’язання.  

0),( 21 aa


, то вектори  1a


 і 2a


 ортогональні. 

Знайдемо тепер такий вектор 44321 ),,,( Exxxxx 


, що  

0),(),( 21  xaxa


. 

Дістанемо таку систему лінійних однорідних рівнянь: 









03242

,0256

4321

4321

xxxx

xxxx
   або  









,0

,03242

432

4321

xxx

xxxx
 

загальний розв’язок якої 












.

,
2

1

432

431

xxx

xxx
 

Фундаментальна система розв’язків цієї системи: 

)1,0,1,
2

1
(),0,1,1,1( )2()1(  xx


   або    

)2,0,2,1(),0,1,1,1( )2()1(  xx


. 

Вектори 
)2()1( , xx


 ортогональні до векторів 1a


, 2a


 (їх знайдено з цієї 

умови). Але вектори 
)2()1( , xx


 не ортогональні, бо 03),( )2()1( xx


. 

Тому систему векторів 
)2()1( , xx


 потрібно ортогоналізувати. 

 Відповідно до процесу ортогоналізації маємо   )0,1,1,1()1(

1  xc


, 

)2(

12 xcc


  , де 1
3

3

),(

),(

11

)2(

1 



cc

xc



 . Тоді )2,1,1,0()2(

12  xcc


. 

 Отже, система векторів 2121 ,,, ccaa


 є ортогональним базисом 

простору 4E . 

 

№ 34.6 [2]. Знайти який-небудь ортогональний базис лінійної оболонки 

),...,,( 21 kaaaL
 , якщо:  

а)   )1,2,2,1(1 a


, )3,5,1,1(2 a


, )7,3,9,5(3 a


. 

 Розв’язання.  

 Знайдемо спочатку довільний базис лінійної оболонки ),,( 321 aaaL
 . 
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



































































6000

4710

1221

2710

4710

1221

7395

3511

1221

. 

Отже, за базис беремо вектори 321 ,, aaa


. Ортогоналізуємо цей базис. Серед 

векторів 321 ,, aaa


 ортогональних немає. 

)1,2,2,1(11  ac


; 

212 acc


  ,    1
10

10

),(

),(

11

21 



cc

ac



 ,    )2,3,3,2(212  acc


; 

322113 accc


  ,  

5

18

10

36

,

,

11

31

1 
























cc

ac

 ,   
13

7

26

14

,

,

22

32

2 
























cc

ac

 , 

 )7,3,9,5()2,3,3,2(
13

7
)1,2,2,1(

5

18

13

7

5

18
3213 accc


 

)291,168,12,21(
65

1
)

65

291
,

65

168
,

65

12
,

65

21
(  . 

 Отже, )1,2,2,1(1 c


, )2,3,3,2(2 c


, )291,168,12,21(
65

1
3 c


 – 

ортогональний базис заданої лінійної оболонки. 

 

№ 34.5 [2]. Знайти вектори, які доповнюють дану систему векторів  

kaaa


,...,, 21  до ортонормованих базисів просторів, в яких розглядаються 

дані вектори, якщо:  

а)   









3

1
,

3

2
,

3

2
1a


. 

 Розв’язання.  

Доповнимо спочатку задану систему векторів до ортогонального 

базису простору 3E . Знайдемо вектори 3321 ),,( Exxxx 


 такі, що 

0),( 1 xa


. Дістанемо таку систему лінійних однорідних рівнянь: 

0
3

1

3

2

3

2
321  xxx , 

загальний розв’язок якої 213 22 xxx  . Фундаментальна система 

розв’язків цієї системи: 

)2,1,0(),2,0,1( )2()1(  xx


. 
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Вектори 
)2()1( , xx


 ортогональні до вектора 1a


, але не ортогональні між 

собою. Тому систему 
)2()1( , xx


 треба ортогоналізувати. 

)2,0,1()1(

1  xc


, 
)2(

12 xcc


  ,    де 
5

4

5

4

),(

),(

11

)2(

1 



cc

xc



 . 

Тоді    









5

2
,1,

5

4
)2,1,0()2,0,1(

5

4

5

4 )2(

12 xcc


. 

 Таким чином, система векторів 211 ,, cca


 є ортогональною системою 

векторів. Оскільки ця система містить три тривимірні вектори, то ця 

система є ортогональним базисом. Для перетворення його в 

ортонормований базис треба нормувати всі вектори. 

1
9

1

9

4

9

4
|||| 1 a


;    541|||| 1 c


; 

5

3

5

9

25

45

25

4

25

25

25

16
|||| 2 c


. 

 Отже, шуканий ортонормований базис: 











3

1
,

3

2
,

3

2
1a


, 









5

2
,0,

5

1

|||| 1

1
2

c

c
a 




, 









15

52
,

3

5
,

15

54

|||| 2

2
3

c

c
a 




. 

 

 

В евклідовому просторі многочленів  степеня, не вищого 2 над полем 

дійсних чисел зі скалярним добутком, що задається рівністю  


1

0

)()(),( dxxgxfgf , 

ортогоналізувати базис 
2

321 )(,)(,1)( xxfxxfxf  . 

 Розв’язання. 

 Нехай )(),(),( 321 xxx   – шуканий ортогональний базис.  

1)()( 11  xfx ; 

)()()( 212 xfxx   , 
2

1

),(

),(
1

0

1

0

11

21 





dx

xdx
f




 ; 

2

1
)()(

2

1
)( 212  xxfxx  ; 

)()()()( 322113 xfxxx   ,  
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 
  3

1

,

,
1

0

1

0

2

11

31
1 





dx

dxx
f




 ,   

 
 

1

2

1

2

1

,

,
1

0

2

1

0

2

22

32
2 



























dxx

dxxx
f




 , 

6

1

2

1

3

1
)()()(

3

1
)( 22

3213 







 xxxxxfxxx  . 

 Отже, шуканий базис складається з многочленів  
6

1
,

2

1
,1 2  xxx . 

 

Завдання для самостійної роботи до теми 4 

 

№ 34.4 [2]. Перевірити, чи вектори  1a


 і 2a


 ортогональні, і коли так, то 

доповнити систему цих векторів до ортогонального базису простору, в 

якому вони розглядаються, якщо:  

а)  )1,2(1 a


, )2,1(2 a


; 

б)  )1,1,1(1 a


, )1,0,1(2 a


; 

д)  )0,1,2,1(1 a


, )0,5,2,1(2 a


. 

№ 34.5 [2]. Знайти вектори, які доповнюють дану систему векторів  

kaaa


,...,, 21  до ортонормованих базисів просторів, в яких розглядаються 

дані вектори, якщо:  

б)   









3

2
,

3

1
,

3

2
1a


, 









3

2
,

3

2
,

3

1
2a


. 

№ 34.6 [2]. Знайти який-небудь ортогональний базис лінійної оболонки 

),...,,( 21 kaaaL
 , якщо:  

в)   )1,1,2,2(1 a


, )3,1,5,1(2 a


, )4,4,3,3(3 a


; 

г)   )1,3,1,2(1 a


, )3,3,4,7(2 a


, )0,6,1,1(3 a


, )8,7,7,5(4 a


. 

 

Тема 5. Ортогональне доповнення підпростору. 

Ізоморфізм векторних та евклідових просторів 
 

№ 35.2 [2]. Довести, що ортогональне доповнення до лінійного 

підпростору евклідового простору E  має такі властивості: 

д)   VUVU 
  ; 

е)   VUVU 


; 

є)   
 TVUTVU  ; 
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ж)   
 TVUTVU  . 

 Розв’язання.  

Ці властивості випливають з доведених властивостей [3]: 

1.   UU 


; 

2.   
 VUVU  ; 

3.   
 VUVU  , 

а саме: 

д)   VUVUVU   )()( ; 

е)   VUVUVU    )()( ; 

є)   
 TVUTVUTVU )(  ; 

ж)   
 TVUTVUTVU )( . 

 

№ 35.3 [2]. Знайти базис ортогонального доповнення 
U  підпростору U , 

якщо: 1) U  є лінійною оболонкою векторів:  

в) )2,0,1,1(1 a


, )1,1,1,2(2 a


, )1,1,2,3(3 a


. 

 Розв’язання.  

Для того, щоб вектор був ортогональним до підпростору  U , 

достатньо, щоб він був ортогональний кожному вектору деякого базису 

цього підпростору. Знайдемо спочатку базис простору U . 
 

 

.2;

0000

5110

2011

1123

1112

2011













































 rangAA  

 

Базис простору U  складається з 2-х векторів, і за базисні вектори 

можна взяти, наприклад, вектори 1a


 і 2a


. Нехай ),,,( 4321 xxxxx 


 – 

довільний вектор з ортогонального доповнення 
U  підпростору U . Тоді, 

згідно сформульованого твердження,       

0),(),( 21  axax


. 

Ці рівності рівносильні такій системі лінійних однорідних рівнянь: 
 









,02

,02

4321

421

xxxx

xxx
 

загальний розв’язок якої  









.5

,3

432

431

xxx

xxx
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Фундаментальна система розв’язків: 

1x  2x  3x  4x  

1 -1 1 0 

-3 5 0 1 
 

тобто   )1,0,5,3(),0,1,1,1( 21  ff


. 

 Система векторів 21, ff


 лінійно незалежна, і, крім того, кожен вектор 

з 
U  є лінійною комбінацією векторів 21, ff


. Отже, },{ 21 ff


 – базис 

U .   

 

б) )2,1,1(1 a


, )1,0,1(2 a


, )4,1,2(3 a


. 

 Розв’язання.  

.3;

100

110

211

412

101

211











































 rangAA  

 У цьому випадку підпростір U  співпадає з усім простором 3E .  Тому 

}0{3


  EU , а нульовий підпростір }0{


 базису не має. 

 

2) Знайти базис ортогонального доповнення 
U  підпростору U , якщо 

лінійний підпростір U  задано як простір розв’язків системи лінійних 

однорідних рівнянь:      е) 








.0

,0

4321

4321

xxxx

xxxx
 

 Розв’язання.  

 Загальний розв’язок заданої системи рівнянь: 









,

,

42

31

xx

xx
 

а її фундаментальна система розв’язків: 
 

1x  2x  3x  4x  

-1 0 1 0 

 0 -1 0 1 
 

тобто   )1,0,1,0(),0,1,0,1( 21  aa


.  

Отже, за базис простору U  розв’язків системи лінійних однорідних 

рівнянь можна взяти вектори )1,0,1,0(),0,1,0,1( 21  aa


.   

Тоді базис 
U  знаходимо як фундаментальну систему розв’язків 

системи рівнянь 

0),(),( 21  axax


, 

де  ),,,( 4321 xxxxx 


, тобто системи 
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







,0

,0

42

31

xx

xx
        звідки       









.

,

42

31

xx

xx
 

 

1x  2x  3x  4x  

1 0 1 0 

 0 1 0 1 
  

Отже, якщо за базис U  взяти вектори )1,0,1,0(),0,1,0,1( 21  aa


, 

то за базис 
U  можна взяти систему векторів )1,0,1,0(),0,1,0,1( 21  ff


. 

 

№ 35.4 [2]. Лінійний підпростір U  задано як простір розв’язків системи 

лінійних однорідних рівнянь:   















.093

,0223

,032

4321

421

4321

xxxx

xxx

xxxx

 

 Знайти систему лінійних однорідних рівнянь, підпростір розв’язків 

якої задає ортогональне доповнення 
U  підпростору U . 

 Розв’язання.  

 Знайдемо загальний розв’язок і фундаментальну систему розв’язків 

заданої системи рівнянь. 
 












































0000

1910

1311

1913

2023

1312

.                         








.9

,6

432

31

xxx

xx
 

 

1x  2x  3x  4x  

-6 9 1 0 

 0 1 0 1 
 

)1,0,1,0(),0,1,9,6( 21  ff


. 
U  складається з тих векторів ),,,( 4321 xxxxx 


, що 0),(),( 21  fxfx


, 

тобто 









.0

,096

42

321

xx

xxx
 

 

№ 35.6 [2]. Знайти ортогональну проекцію Ux


 і ортогональну складову 

U
x


 вектора x


 на лінійний підпростір U , якщо:  

а) )4,3,1,4( x


, U  є лінійною оболонкою векторів  

)1,1,1,1(1 a


, )1,2,2,1(2 a


, )3,0,0,1(3 a


. 
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 Розв’язання.  

 Для довільного вектора nEx


 існує єдине зображення zyx


 , де 

Uy


, 
Uz


. Вектор y


 називається ортогональною проекцією вектора 

x


 на підпростір U  і позначається Ux


, а вектор z


 називається 

ортогональною складовою вектора x


, або проектуючим вектором і 

позначається U
x


. Отже,  
UU xxx


. 

                                                                          Знайдемо спочатку базис  

                                x


         z


                           простору U . 

 

 

                                      

            U                 y


                    

 

.2;

0000

2110

1111

3001

1221

1111



































 rangAA  

За базис U  можна взяти вектори 21, aa


. Оскільки UxU 


, то цей вектор 

можна виразити через базисні вектори: 

2211 aaxU


  . 

Тоді                                       
U

xaax


2211  . 

Домножимо останню рівність скалярно на 1a


 і 2a


 та врахуємо те, що 

0),(),( 21   axax
UU


: 









).,(),(),(

),,(),(),(

2222112

1221111

aaaaax

aaaaax







 

 


















.2

,3

8104

,444

2

1

21

21








 

 

 Отже, )5,1,1,1(23 21  aaxU


,  )1,2,0,3(  UU

xxx


. 

 

г)  Знайти ортогональну проекцію Ux


 і ортогональну складову U
x


 вектора 

x


 на лінійний підпростір U , якщо )6,3,5,8( x


, U  є підпростором 

розв’язків системи 















.03

,03

,0

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx
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 Розв’язання.  

 Знайдемо фундаментальну систему розв’язків заданої системи. 
 






































0000

2110

1111

1113

3111

1111

.                         








.2

,

432

41

xxx

xx
 

 

1x  2x  3x  4x  

0 -1 1 0 

 1 -2 0 1 
 

)1,0,2,1(),0,1,1,0( 21  aa


. 


U

xaax


2211  . 

Домножимо останню рівність скалярно на 1a


 і 2a


 та врахуємо те, що 

0),(),( 21   axax
UU


: 









).,(),(),(

),,(),(),(

2222112

1221111

aaaaax

aaaaax







 

 


















.3

,7

462

,822

2

1

21

21








 

 

 Отже, )3,7,1,3(37 21  aaxU


,  )3,4,4,5( UU

xxx


. 

 

№ 35.8 [2]. Довести, що при ізоморфній відповідності між евклідовими 

просторами E  і E : а) ортогональна система векторів з E  переходить в 

ортогональну систему векторів з E . 
 Розв’язання.  

 Оскільки при ізоморфній відповідності між евклідовими просторами 

E  і E  зберігається скалярний добуток, то ортогональна система векторів з 

E  переходить в ортогональну систему векторів з E . 
 

Завдання для самостійної роботи до теми 5 
 

№ 35.3 [2]. Знайти базис ортогонального доповнення 
U  підпростору U , 

якщо:    1) U  є лінійною оболонкою векторів:  

а) )3,2,1(1 a


;  

г) )1,2,1,1(1 a


, )1,1,0,1(2 a


, )0,3,1,2(3 a


;  

д) )2,1,1,1(1 a


, )3,1,0,2(2 a


, )7,1,2,4(3 a


, )5,0,1,3(4 a


; 



34 

 

2) лінійний підпростір U  задано як простір розв’язків системи лінійних 

однорідних рівнянь:   є) 















.02

,02

,02

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

№ 35.6 [2]. Знайти ортогональну проекцію Ux


 і ортогональну складову 

U
x


 вектора x


 на лінійний підпростір U , якщо:  

в) )2,2,2,5( x


, U  є лінійною оболонкою векторів )1,1,1,2(1 a


, 

)0,3,1,1(2 a


, )1,8,2,1(3 a


; 

д)  )2,1,4,7( x


, U  є підпростором розв’язків системи 















.0922

,0223

,032

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

№ 35.8 [2]. Довести, що при ізоморфній відповідності між евклідовими 

просторами E  і E : б) ортонормована система векторів з E  переходить в 

ортонормовану систему векторів з E . 
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Розділ II. ЛІНІЙНІ ОПЕРАТОРИ 
 

Тема 6. Лінійні оператори. Матриця лінійного 

оператора 
 

№ 36.2 [2]. З’ясувати, які з наведених нижче операторів A  в просторі nV , 

задані координатами вектора Ax


 як функціями координат вектора 

),...,,( 21 nxxxx 


, є лінійними. У випадку лінійності знайти їх матриці A  в 

тому самому базисі, де задано координати векторів x


 і  Ax


: 

а) )3,2,( 3213132 xxxxxxxAx 


. 

 Розв’язання. 

 Перевіряємо виконання умов 1 і 2 означення лінійного оператора. 

Для цього розглянемо образ суми векторів x


 і y


, де ),,( 321 xxxx 


, 

),,( 321 yyyy 


. Маємо 

 AyxyxyxAyyyxxxAyx ),,()),,(),,(()( 332211321321


 

))()()(3),()(2),()(( 33221133113322 yxyxyxyxyxyxyx  . 

 Сумою образів векторів x


 і y


 є вектор 

 )3,2,()3,2,( 32131323213132 yyyyyyyxxxxxxxAyAx


)33,22,( 32132131313232 yyyxxxyyxxyyxx  . 

 Оскільки 321321 ,,,,, yyyxxx  – дійсні числа, то очевидно, що 

відповідні координати векторів Ayx )(


   і  AyAx


  попарно рівні,  а тому  

AyAxAyx


 )( . 

 Нехай тепер   – довільне дійсне число. Тоді 

 )3,2,(),,()( 3213132321 xxxxxxxAxxxAx 


 

)()3,2,( 3213132 Axxxxxxxx


  . 

Отже, A  – лінійний оператор. 

 Знайдемо матрицю цього оператора. 

.111)1,1,1()1,0,0(

,101)1,0,1()0,1,0(

,320)3,2,0()0,0,1(

3213

3212

3211

eeeAAe

eeeAAe

eeeAAe













 

Матрицею даного оператора є матриця 



















111

101

320

A . 
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 З цього прикладу видно, що будь-який оператор A , який кожну 

координату вектора ),...,,( 21 nxxxx 


 переводить у довільну лінійну 

комбінацію координат цього самого вектора, є лінійним: 

)....,...,...,...( 221122112211 nnnnnn xxxxxxxxxAx  


 

б) )12,,( 13121  xxxxxAx


. 

 Розв’язання. 

 AyyyxxxAyx )),,(),,(()( 321321


 

)1)(2)(),()(,( 1133112211  yxyxyxyxyx . 

 

 )12,,()12,,( 1312113121 yyyyyxxxxxAyAx


 

))12()12(),()(,( 1313121211  yyxxyyxxyx . 

Отже, AyAxAyx


 )( , тому заданий оператор не є лінійним. 

 

№ 36.6 [2]. Довести, що існує єдиний лінійний оператор A  тривимірного 

простору, який переводить вектори 321 ,, aaa


 в 321 ,, bbb


 відповідно, і 

знайти матрицю A  цього оператора в тому самому базисі, в якому задано 

координати всіх векторів, якщо: 

а) ),1,1,1(),2,1,0(),1,1,1(),5,3,2( 2211  baba


 

     ).2,1,2(),0,0,1( 33  ba


 

 Розв’язання. 

 Система векторів 321 ,, aaa


 є базисом простору 3V , оскільки вона, як 

легко перевірити, лінійно незалежна.  

 Використаємо теорему: 

 Яка б не була упорядкована система з n  векторів простору nL   

,,...,, 21 nccc


                                                 (1) 

існує і притому тільки один, лінійний оператор   простору nL  такий, що 

вектори системи (1) є образами векторів базису  neeeB


,...,, 21  при дії 

цього оператора: 

,ii ec


       ni ,...,2,1 . 

 Отже, існує єдиний лінійний оператор A  тривимірного простору, 

який переводить вектори 321 ,, aaa


 в 321 ,, bbb


 відповідно. Знайдемо 

матрицю A  цього оператора в базисі 321 ,, eee


. 

;532)532( 32132132111 eeeAeAeAeAeeebAa


  

;2)210( 3213232122 eeeAeAeAeeebAa


  

.22)001( 321132133 eeeAeAeeebAa


  

Отримали систему: 
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













,22

,2

,532

3211

32132

321321

eeeAe

eeeAeAe

eeeAeAeAe







 

яку можна записати в матричній формі: 

.

212

111

111

001

210

532

3

2

1

3

2

1


































































e

e

e

Ae

Ae

Ae













 

Позначимо через L  і M  матриці, рядками яких є координатні рядки 

векторів 321 ,, aaa


 і 321 ,, bbb


 відповідно в базисі 321 ,, eee


: 



















001

210

532

L ,    



















212

111

111

M . 

Тоді система має вигляд: 


































3

2

1

3

2

1

e

e

e

M

Ae

Ae

Ae

L












,       звідки       



































3

2

1

1

3

2

1

e

e

e

ML

Ae

Ae

Ae













. 

Отже, MLA 1 . Оскільки вектори 321 ,, aaa


 лінійно незалежні, то 

матриця L  – невироджена, і тому 
1L  існує. 

;

231

452

100
1



















L  

 

.

046

1711

212

212

111

111

231

452

100
1





















































 ML  

 

Отже, 


















046

1711

212

A . 

 Таким чином, ми довели, що: 

 

№ 36.7 [2]. Нехай лінійний оператор A  простору nL  переводить лінійно 

незалежні вектори  naaa


,...,, 21  у вектори  nbbb


,...,, 21  відповідно. Довести, 
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що матрицю A  цього оператора в деякому базисі neee


,...,, 21  можна знайти 

з рівності  MLA 1 , де рядки матриць L  і M  містять координати 

векторів naaa


,...,, 21  і nbbb


,...,, 21  відповідно в базисі neee


,...,, 21 . 

 

№ 36.8 [2]. Нехай оператор A  на кожний вектор x


 тривимірного простору 

діє так: aaxAx


),( , де a


– деякий фіксований вектор. Довести, що A – 

лінійний оператор, знайти його матрицю в тому самому ортонормованому 

базисі 321 ,, eee


, в якому задано координати всіх векторів, якщо: 

а) )3,2,1(a


. 

 Розв’язання. 

AyAxaayaaxaayaxaayxAyx


 ),(),()),(),((),()( ; 

)(),(),()( AxaaxaaxAx


  . 

.9633),(

,6422),(

,321),(

32133

32122

32111

eeeaaaeAe

eeeaaaeAe

eeeaaaeAe













                 



















963

642

321

A . 

 

№ 36.9 [2] (а). Довести, що множення кожної квадратної матриці другого 

порядку зліва на дану матрицю  










dc

ba
 

є лінійним оператором простору всіх квадратних матриць другого порядку. 

Знайти матрицю цього оператора у базисі, що складається з матриць: 

.
10

00
,

00

10
,

01

00
,

00

01
4321 



































 EEEE  

 Розв’язання. 










































































43

21

43

21

43

21

43

21

yy

yy

dc

ba

xx

xx

dc

ba

yy

yy

xx

xx

dc

ba
; 





























































43

21

43

21

xx

xx

dc

ba

xx

xx

dc

ba
 . 

,
0

0

00

01
211 cEaE

c

a

dc

ba
AE 

























  

,
0

0

01

00
212 dEbE

d

b

dc

ba
AE 

























  

,
0

0

00

10
433 cEaE

c

a

dc

ba
AE 

























  
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.
0

0

10

00
434 dEbE

d

b

dc

ba
AE 

























  























db

ca

db

ca

A

00

00

00

00

. 

 

№ 36.11 [2]. Нехай у базисі },...,,{ 21 neeeB


 простору nV  лінійний оператор 

A  задано матрицею A . І нехай дано координатний рядок ][x


 вектора x


 в 

цьому самому базисі. Знайти координатний рядок  ][ Ax


  вектора  Ax


 в 

базисі B , якщо: 

а) .]3,4,8,1[][,

1000

1100

1210

2111





























 xA


 

Розв’язання. 

]13,11,9,1[

1000

1100

1210

2111

]3,4,8,1[][][ 



























 AxAx


. 

 

Завдання для самостійної роботи до теми 6 
 

№ 36.2 [2]. З’ясувати, які з наведених нижче операторів A  в просторі nV , 

задані координатами вектора Ax


 як функціями координат вектора 

),...,,( 21 nxxxx 


, є лінійними. У випадку лінійності знайти їх матриці A  в 

тому самому базисі, де задано координати векторів x


 і  Ax


: 

г) ),,,( 1234 xxxxAx 


,                 д) ),,2( 2

33121 xxxxxAx 


. 

№ 36.6 [2]. Довести, що існує єдиний лінійний оператор A  тривимірного 

простору, який переводить вектори 321 ,, aaa


 в 321 ,, bbb


 відповідно, і 

знайти матрицю A  цього оператора в тому самому базисі, в якому задано 

координати всіх векторів, якщо: 

б) ),3,1,2(),1,1,1(),1,2,1(),3,0,2( 2211  baba


 

     ).1,1,1(),0,1,2( 33  ba

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№ 36.8 [2]. Нехай оператор A  на кожний вектор x


 тривимірного простору 

діє так: aaxAx


),( , де a


– деякий фіксований вектор. Довести, що A – 

лінійний оператор, знайти його матрицю в тому самому ортонормованому 

базисі 321 ,, eee


, в якому задано координати всіх векторів, якщо: 

б) )1,1,1(a


. 

№ 36.9 [2] (б). Довести, що множення кожної квадратної матриці другого 

порядку справа на дану матрицю 








dc

ba
 є лінійним оператором простору 

всіх квадратних матриць другого порядку. Знайти матрицю цього 

оператора в базисі, що складається з матриць: 

.
10

00
,

00

10
,

01

00
,

00

01
4321 



































 EEEE  

№ 36.11 [2]. Нехай у базисі },...,,{ 21 neeeB


 простору nV  лінійний оператор 

A  задано матрицею A . І нехай дано координатний рядок ][x


 вектора x


 в 

цьому самому базисі. Знайти координатний рядок  ][ Ax


  вектора  Ax


 в 

базисі B , якщо: 

б) .]1,1,2[][,

103

141

232




















 xA


 

 

Тема 7. Зв’язок між матрицями лінійного 
оператора в різних базисах. Подібні матриці 

 

№ 37.2 [2]. Лінійний оператор A  в базисі },,,{ 4321 eeeeB


 має матрицю 
























3121

1352

2103

1021

A . 

Знайти матрицю A  цього самого оператора в базисі:  а)  4231 ,,, eeee


. 

 Розв’язання.  

 В матриці A  поміняються місцями другий і третій рядки, другий і 

третій стовпці: 
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






















3211

2013

1532

1201

A . 

б) 4321321211 ,,, eeeeeeeeee


 . 

 Розв’язання.  
1 TATA , де T – матриця переходу від базису B  до заданого 

базису         4321321211 ,,, eeeeeeeeee


 . 























1111

0111

0011

0001

T , 

ET
















































1100

0110

0011

0001

1000

0100

0010

0001

1000

0100

0010

0001

1111

0111

0011

0001

попередній
віднімемо
рядка

кожного
від

= .1TE  




























1100

0110

0011

0001

1T ; 




































































7397

4276

3124

1021

3121

1352

2103

1021

1111

0111

0011

0001

TA ; 














































































 

7462

4251

3432

1121

1100

0110

0011

0001

7397

4276

3124

1021

1TATA . 

 

№ 37.3 [2]. Лінійний оператор A  в базисі },,{ 321 aaaB


 має матрицю A . 

Знайти його матрицю A  в базисі },,{ 321 bbbB


 , якщо: 
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а) ),1,0,0(),0,1,0(),0,0,1( 321  aaa


 ),2,2,1(),1,4,3(),1,3,2( 321  bbb


  





















111

111

011

A . 

 Розв’язання.   Оскільки  

,22

,43

,32

3213

3212

3211

aaab

aaab

aaab











 

то матриця переходу від базису B  до базису B  має вигляд: 

.

112

135

146

;1;

221

143

132
1








































 TTT  












































































 

112

135

146

011

300

200

111

111

011

221

143

132
11 TTATA  

























011

336

224

. 

 

б) ),0,0,1(),1,1,0(),0,1,0( 321  aaa


 

     ),1,1,1(),0,0,1(),2,3,1( 321  bbb


  





















101

332

111

A . 

 Розв’язання.  

 Матрицю переходу від базису },,{ 321 aaaB


 до базису },,{ 321 bbbB


  

шукаємо за відомою формулою (див. практ. зан. № 1): 
1

00

 ABT . 

,10 A    




















011

001

100
1

0A , 
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

























































 

112

100

125

011

001

100

111

001

231
1

00 ABT ; 

1T ,  

























010

532

211
1T , 




























































  111

011

101

010

101

332

111

112

100

125

TTTATA  
































































321

221

532

010

532

211

011

101

010

. 

 

№ 37.8 [2]. Довести, що коли хоч одна з двох матриць BA,  невироджена, 

то матриці  ABAB  і  BABA подібні. 

 Розв’язання.  

 Матриця X  подібна матриці Y , якщо існує така невироджена 

матриця T , що XTTY 1 . 

 Якщо матриця A  невироджена, тоді 
111 )()(  ABABAAABAB  , 

і тому матриці  ABAB  і  BABA подібні, бо за матрицю T  можна взяти 

матрицю 
1A . 

 Якщо матриця B  невироджена, тоді 

BBABABABAB )(1  , 

і тому матриці  ABAB  і  BABA теж подібні, бо за матрицю T  можна взяти 

матрицю B . 

 

 

Лінійний оператор A  в базисі },,{ 321 aaaB


 має матрицю 



















685

71511

82015

A . 

Знайти його матрицю A  в базисі },,{ 321 bbbB


 , якщо: 
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.2

,243

,32

3213

3212

3211

aaab

aaab

aaab











 

 Розв’язання.  

;

111

134

256

;

211

243

132
1








































 TT  
















 

211

243

132
1TATA  

 

.

6613

216

001

111

134

256

132114

81611

132

685

71511

82015
1











































































 T  

 

Завдання для самостійної роботи до теми 7 
 

№ 37.2 [2] (в). Лінійний оператор A  в базисі },,,{ 4321 eeeeB


 має матрицю 
























3121

1352

2103

1021

A . 

Знайти матрицю A  цього самого оператора в базисі:  

432121 ,,52,3 eeeeee


 . 

 

№ 37.3 [2] (в). Лінійний оператор A  в базисі },,{ 321 aaaB


 має матрицю A . 

Знайти його матрицю A  в базисі },,{ 321 bbbB


 , якщо: 

),3,5,2(),1,2,2(),2,3,1( 321  aaa


 

),6,8,3(),3,4,1(),2,3,0( 321  bbb


  

























11237

8164

122

A . 

 

Лінійний оператор A  в базисі },,{ 321 aaaB


 має матрицю 





















153

602

121

A . 
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Знайти його матрицю A  в базисі },,{ 321 bbbB


 , якщо: 

),3,2,1(),0,1,1(),2,0,1( 321  aaa


 )0,1,2(),1,0,1(),1,1,1( 321  bbb


. 

 

Тема 8. Операції над лінійними операторами. 
Область значень і ядро, ранг і дефект лінійного 

оператора. Обернений лінійний оператор 
 

№ 38.2 [2] (а). Нехай лінійний оператор A  в базисі )5,3(),2,1( 21  aa


 

має матрицю 













38108

1337
A , а лінійний оператор B  у базисі ),2,1(1 b


 

)5,2(2 b


 має матрицю 









22

11
B . Знайти матрицю X  лінійного 

оператора BA  у базисі  21, aa


. 

Розв’язання. 

 BAX  , де B  – матриця оператора B  у базисі 21, aa


. 

 
1 TBTB , де T  – матриця переходу від базису b


 до базису a


. 

 
1

00

 BAT , де 00 , BA – матриці, складені з компонент векторів 21, aa


 

і 21, bb


 відповідно. 

1
52

21
0 B ;   














12

25
1

0B ; 






































 

1125

49

12

25

53

21
1

00BAT ; 

1
1125

49





T ;   














925

411
1T ; 























































 

39108

1336

925

411

33

11

22

11

1125

49
1TB ; 

EBAX 



































10

01

39108

1336

38108

1337
. 

 

№ 38.3 [2]. Нехай лінійний оператор A  в базисі )2,7(),1,3( 21  aa


 

має матрицю 













22

12
A , а лінійний оператор B  у базисі ),2,3(1 b


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)3,4(2 b


 має матрицю 













1521

1014
B . Знайти матрицю X  лінійних 

операторів  AB  і  BA  в базисі, в якому задано координати всіх векторів. 

  

Розв’язання. 

 Знайдемо матрицю A  оператора A  в базисі e


 і матрицю B  
оператора B  в базисі e


. 

 
1

11

 ATTA , 1T – матриця переходу від базису a


 до базису e


, 

 
1

22

 BTTB , 2T – матриця переходу від базису b


 до базису e


. 

 Якщо 00 , BA – матриці, складені з координатних рядків векторів 

21, aa


 і 21, bb


 відповідно, то  

eBbeAa


00 ,  ,  

звідки                                    bBeaAe
 1

0

1

0 ,   ,  

тобто         
1

01

 AT – матриця переходу від базису a


 до базису e


, 

                  
1

02

 BT – матриця переходу від базису b


 до базису e


. 

,
34

23
,

27

13
00 
















 
 BA  

,
34

23
,

37

12
1

02

1

01 






















  BTAT  








 






















 

27

13

22

12

37

12
0

1

0

1

11 AAAATTA  








 








 












1031

26

27

13

18

02
, 

































 

34

23

1521

1014

34

23
0

1

0

1

22 BBBBTTB  
































11

00

34

23

57

00
. 

 Матриця оператора AB  в базисі e


: 






























 


1010

22

11

00

1031

26
BAX . 

 Матриця оператора BA  в базисі e


: 

















 












1237

00

1031

26

11

00
ABX . 
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№ 38.4 [2]. Нехай A  – лінійний оператор простору многочленів, степінь 

яких менше або дорівнює n , з дійсними коефіцієнтами, який переводить 

кожен многочлен у його похідну. Довести, що при  1 nm  оператор 
mA  

переводить кожен многочлен в нуль, тобто mA , де   – нульовий 

оператор. 

 Розв’язання. 

 Многочлени мають вигляд (можна, не обмежуючи загальності, 

припустити, що старший коефіцієнт дорівнює 1): 

nn

nnn

n axaxaxaxxf  



1

2

2

1

1 ...)( . 

Тоді: 

1

3

2

2

1

1 ...)2()1( 

  n

nnn

n axnaxnanxAf , 

2

3

1

22 ...)2)(1()1()( 

  n

nn

nn axnnaxnnAAfAf , 

.......................................................................................... 

12...)2)(1()(  nnnAAfAf n

n

n , 

тобто 
n

n Af  є многочленом нульового степеня (константою). Тому 

0m

n Af , де 1 nm , тобто  mA , де   – нульовий оператор. 

 

№ 1457 [6]. Оператор A  в базисі )3,2(),2,1( 21  aa


 має матрицю 











34

53
A , а лінійний оператор B  у базисі ),1,3(1 b


 )2,4(2 b


 має 

матрицю 









96

64
B . Знайти матрицю лінійного оператора BA 2  у 

базисі  21, bb


. 

 Розв’язання. 

 Знайдемо матрицю A  оператора A  в базисі 21, bb


. 

 
1 TATA , де T – матриця переходу від базису 21, aa


 до базису 

21, bb


. 

 
1

00

 ABT , де 00 , BA – матриці, складені з компонент векторів 21, aa


 

і 21, bb


 відповідно. 




































68

57

12

23

24

13
T ,    



























5,34

5,23

78

56

2

11T , 



























































 

7788

5,7283

5,34

5,23

220

201

34

53

68

57
1TA . 

 Матриця оператора BA 2  в базисі  21, bb


: 
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


































9576

5,8475

96

64
2

7788

5,7283
. 

 

№ 39.1 [2] (ж). Нехай лінійний оператор A  векторного простору 4L  над 

полем дійсних чисел ℝ у деякому базисі  },,,{ 4321 eeeeB


 цього простору 

задано матрицею  
























3121

3110

1101

1011

A . 

Знайти ранг )dim(Im A  і дефект )dim(KerA  цього лінійного оператора A . 

Побудувати ядро KerA  і область значень AIm  оператора A . 

 Розв’язання.  

 Ранг лінійного оператора дорівнює рангу матриці цього оператора в 

базисі B . Знаходимо ранг матриці A : 




































































0000

1000

2110

1011

2110

3110

2110

1011

3121

3110

1101

1011

A . 

Отже, 3)( Ar , тому 3)dim(Im A . 

Оскільки сума рангу і дефекту лінійного оператора дорівнює 

розмірності простору, то 1343)dim(  nKerA , тобто дефект 

оператора дорівнює 1. 

Для побудови ядра KerA  і області значень AIm  оператора A  

достатньо визначити їх базиси. 

Область значень AIm  оператора A  складається з образів усіх 

векторів простору 4L , тобто з усіх векторів вигляду 

)()()()()( 4433221144332211 AeAeAeAeAeeee


  , 

де i  – довільні числа. Тобто, підпростір  AIm   породжується системою 

векторів 

AeAeAeAe 4321 ,,,


                                           (1) 

Отже, за базис підпростору AIm  можна взяти довільну максимальну 

лінійно незалежну підсистему векторів системи (1). Оскільки 
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,3121

,3110

,1101

,1011

43214

43213

43212

43211

eeeeAe

eeeeAe

eeeeAe

eeeeAe

















 

то такі підсистеми визначаються максимальними лінійно незалежними 

рядками матриці A . Із знаходження рангу матриці A  видно, що однією з 

таких підсистем є підсистема, що складається з першого, другого і 

третього рядків матриці A . Тоді за базис простору AIm  можна взяти 

вектори     AeAeAe 321 ,,


. 

 Побудуємо ядро KerA .  Вектор  44332211 exexexexx


  

належить ядру оператора A  тоді і тільки тоді, коли  0


Ax , тобто коли  

]0[][][


 AxAx . 

Отже, KerA  – це множина всіх тих векторів, координати яких 

задовольняють умову  ]0[][


Ax , тобто 





















.033

,0

,02

,0

4321

432

431

421

xxxx

xxx

xxx

xxx

                                      (2) 

Знаходимо базис простору розв’язків системи рівнянь (2), тобто 

фундаментальну систему розв’язків. Оскільки матрицею системи (2) є 

матриця, транспонована до A , а  )()( TArAr  , то ранг матриці 

системи (2) теж дорівнює 3 і за вільне невідоме можна взяти, наприклад 

4x . Знаходимо загальний розв’язок системи (2). 



















 





















 



0000

0100

1110

1011

3311

1110

2101

1011

TA ;          















.0

,

,2

3

42

41

x

xx

xx

 

Фундаментальна система розв’язків:   )1,0,1,2( f


. 

 Вектор )1,0,1,2( f


 є базисом одновимірного простору KerA . 

 

 

 Нехай L  – векторний простір многочленів )(xf  з дійсними 

коефіцієнтами степеня меншого або рівного 1n , а A  – оператор 

диференціювання многочленів із L . Знайти образ і ядро оператора A . 

 Розв’язання. 
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 Похідна многочлена степеня 1 n  є многочлен степеня 2 n . З 

іншого боку, якщо  

01

2

21 ...)( axaxaxf n

n  

  

– довільний многочлен степеня 2 n , то знайдеться многочлен )(xf  

степеня 1 n  такий, що )()( 1 xfxf  . Таким многочленом є, наприклад, 

многочлен 

xax
a

x
n

a
xf nn

0

2112

2
...

1
)( 


  . 

 Отже, образом простору L  при дії оператора A  є множина всіх 

многочленів із L  степеня  2 n . 

 Ядром оператора A  є поле дійсних чисел (коефіцієнти многочленів 

належать полю ℝ), оскільки похідна многочлена дорівнює нулю тоді і 

тільки тоді, коли цей многочлен є многочлен нульового степеня (тобто 

константа) або дорівнює нулю. 

 Зазначимо, що розмірність ядра дорівнює 1 (його базисом є 

многочлен 1)( xf ), а розмірність образу L  дорівнює 1n  (його базис: 
22...,,,1 nxxx ). 

 

№ 39.2 [2]. Нехай лінійний оператор A  векторного простору nL  над полем 

дійсних чисел ℝ задано в деякому базисі  },...,,{ 21 neeeB


 цього простору 

своєю матрицею A . З’ясувати, чи є оператор A  невиродженим, і якщо є, 

то знайти матрицю X  оберненого оператора 
1A  в тому самому базисі 

при: 

а)  











31

31
A . 

 Розв’язання. 

 Оскільки рядки матриці пропорційні, то матриця вироджена, тому 

заданий оператор не має оберненого, бо він не є невиродженим. 

б)  









11

01
A . 

 Розв’язання. 

 Матриця невироджена, тому заданий оператор не вироджений і для 

нього існує обернений. Матрицею оберненого оператора є матриця: 













11

01
1A . 
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Завдання для самостійної роботи до теми 8 
 

№ 38.2 [2] (б). Нехай лінійний оператор A  в базисі )1,2(),3,7( 21  aa


 

має матрицю 









21

53
A , а лінійний оператор B  у базисі ),1,6(1 b


 

)1,5(2 b


 має матрицю 













66

23
B . Знайти матрицю X  лінійного 

оператора BA  у базисі  21, bb


. 

 

№ 1458 [6]. Оператор A  в базисі )2,1(),7,3( 21  aa


 має матрицю 















35

12
A , а лінійний оператор B  у базисі ),7,6(1 b


 )6,5(2 b


 має 

матрицю 









72

31
B . Знайти матрицю лінійного оператора AB  в тому 

базисі, в якому задано координати всіх векторів. 

 

№ 39.1 [2] (е). Нехай лінійний оператор A  векторного простору 4L  над 

полем дійсних чисел ℝ у деякому базисі  },,,{ 4321 eeeeB


 цього простору 

задано матрицею  
























4262

2131

1131

2131

A . 

Знайти ранг )dim(Im A  і дефект )dim(KerA  цього лінійного оператора A . 

Побудувати ядро KerA  і область значень AIm  оператора A . 

 

№ 39.2 [2]. Нехай лінійний оператор A  векторного простору nL  над полем 

дійсних чисел ℝ задано в деякому базисі  },...,,{ 21 neeeB


 цього простору 

своєю матрицею A . З’ясувати, чи є оператор A  невиродженим, і якщо є, 

то знайти матрицю X  оберненого оператора 
1A  в тому самому базисі 

при: 

в)  





















301

113

201

A ;      г)  























112

321

110

A . 
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Тема 9. Власні вектори і власні значення 
лінійного оператора. Лінійні оператори з 

простим спектром. Зведення матриці до 
діагонального вигляду 

 

№ 40.1 [2]. Знайти власні значення і власні вектори лінійного оператора A  

дійсного векторного простору nL , заданого в деякому базисі 

},...,,{ 21 neeeB


 цього простору матрицею A , якщо: 

а)   











11

11
A . 

 Розв’язання. 

 Характеристична  матриця EA   має вигляд: 
















11

11
. 

 Характеристичне рівняння:   ;01)1(
11

11
2 









  

0222   . 

Характеристичні корені не належать полю дійсних чисел. Тому цей 

оператор власних значень, а, значить, і власних векторів, немає. 
 

е)   

























617

323

516

A .  

 Розв’язання. 

 Складемо характеристичне рівняння  0 EA  : 















617

323

516

 

 )6(3)6(3)2(351521)6)(2)(6( 

   35)6)(6()2()2(35)6)(2)(6(   

;0)1)(1)(2()1)(2( 2    

.1,1,2 321    

Власними значеннями оператора A  є ті його характеристичні корені, 

які належать полю P , і тільки вони. Усі знайдені характеристичні корені є 

власними значеннями даного оператора. 

 Для знаходження власного вектора  b


, який відповідає власному 

значенню  , треба розв’язати таку систему лінійних рівнянь: 
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 













































0

0

0

2

1



n

T

x

x

x

EA  ,    де  
TA  – матриця, транспонована до A . 

Тоді кожний вектор лінійної оболонки фундаментальної системи 

розв’язків цієї системи є власним вектором оператора A , що відповідає 

власному значенню  . У даному випадку 





















635

121

736
TA . 

 Для   21    маємо систему: 






























.0835

,0

,0734

0)26(35

,01)22(1

,073)26(

321

31

321

321

321

321

xxx

xx

xxx

xxx

xxx

xxx

 











































.

,
;

000

110

101

835

101

734

32

31

xx

xx
 

Фундаментальна система розв’язків цієї системи: )}1,1,1{(}{ 11  f


. 

Тому всі власні вектори, що відповідають власному значенню 21  , 

мають вигляд )1,1,1(1111  cfcb


, де 1c  – довільне дійсне число, 01 c . 

  

Для   12    маємо систему: 















.0735

,0

,0735

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 











































.

,2
;

000

110

111

735

111

735

32

31

xx

xx
 

Фундаментальна система розв’язків цієї системи: )}1,1,2{(}{ 22  f


. 

Тому всі власні вектори, що відповідають власному значенню 12  , 

мають вигляд )1,1,2(2222  cfcb


, де 2c  – довільне дійсне число, 02 c . 

  

Для   13    маємо систему: 
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













.0535

,03

,0737

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 











































.0

,
;

000

010

131

535

131

737

2

31

x

xx
 

Фундаментальна система розв’язків цієї системи: )}1,0,1{(}{ 33  f


. 

Тому всі власні вектори, що відповідають власному значенню 13  , 

мають вигляд )1,0,1(3333  cfcb


, де 3c  – довільне дійсне число, 03 c . 

 

№ 40.3 [2]. Знайти власні значення і власні вектори лінійного оператора A  

дійсного векторного простору nL , який задано в базисі },,,{ 4321 eeeeB


 

матрицею 































2112

1012

2410

1201

A . 

Розв’язання. 









































2112

1100

2410

1201

2112

112

2410

1201

EA  





































112

210

101

)1(

2112

1000

2210

1101

 

  0)1()1)(1()1(2)1(2)1()1( 433   . 

Отже,  14321   . 
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;

2121

1042

1110

2201


























TA  



















 






























0000

0000

1100

1121

1121

1142

1100

2200

EAT  . 


















.

,2

0

,02

43

21

43

4321

xx

xx

xx

xxxx
 

 

Фундаментальна система розв’язків цієї системи: 

)1,1,0,0(),0,0,1,2( 21  bb


. 

 Власні вектори мають вигляд )1,1,0,0()0,0,1,2( 21  cc , де  

21, cc  – дійсні числа, які одночасно не дорівнюють нулю.  

 

№ 41.1 [2]. Які з наступних матриць лінійних операторів дійсного 

векторного простору L  можна звести до діагонального вигляду за 

допомогою переходу до нового базису? Знайти цей базис і відповідну йому 

діагональну матрицю: 

б)  








23

32
. 

 Розв’язання. 

 Характеристичне рівняння 

0)5)(1(;09)2(
23

32
2 









 

має корені 5,1 21   , які і є власними значеннями заданого 

оператора. Отже, оператор має простий спектр, тому матриця цього 

оператора зводиться до діагонального вигляду. Діагональна матриця, 

подібна  даній матриці, має вигляд: 










50

01
. 

 Знайдемо базис з власних векторів, в якому матриця оператора є 

діагональною. 
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);1,1(;
033

,033
1 121

21

21

1 







 fxx

xx

xx 


).1,1(;
033

,033
5 221

21

21

2 







 fxx

xx

xx 
  

 Отже, в базисі )1,1(),1,1( 21  ff


 матриця оператора має вигляд 










50

01
. 

а) 








 32

83
. 

 Розв’язання. 

 Характеристичне рівняння 

016)3(
32

83
2 









 

дійсних коренів не має, тому не має і власних значень. Отже, матриця 

цього оператора не зводиться до діагонального вигляду. 

є) 















 

500

032

023

. 

 Розв’язання. 

 Характеристичне рівняння 

0)136)(5()5(4)5()3(

500

032

023
22 















 

має корені  ii 23,23,5 321   , тобто оператор має тільки одне 

власне значення  5 . Тому матриця цього оператора не зводиться до 

діагонального вигляду. 

в) 






 

11

13
. 

 Розв’язання. 

 Характеристичне рівняння 

0)2(1)1)(3(
11

13
2 









 

має двократний корінь 221   . Отже, власних значень є два, але 

різних власних значень є тільке одне. Знайдемо число k  лінійно 
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незалежних власних векторів, що відповідають власному значенню 2  

кратності 2, тобто кількість векторів фундаментальної системи розв’язків 

системи лінійних однорідних рівнянь 

 



































0

01



n

T

x

x

EA  . 










































00

11

11

11

10

01
2

11

13
EAT  . 

,2,1  nr  тому 2112  rnk  (2 – кратність кореня 2 ), 

тобто не набереться стільки власних векторів, скільки їх повинно бути в 

базисі. Тому матриця цього оператора не зводиться до діагонального 

вигляду. 

ж) 























022

223

356

. 

 Розв’язання. 

 Характеристичне рівняння 









)6(415)2(61820)6)(2(

22

223

356









 

  254217)6)(2( 23   

 )1(2)1(3)1(2233 2223   

0)2()1()23)(1( 22    

має корені 2,1 321   . Отже, власних значень є три, але різних 

власних значень є два. Знайдемо число k  лінійно незалежних власних 

векторів, що відповідають власному значенню 1  кратності 2. 










































023

225

236

022

223

356
T

; 























































000

110

011

000

235

112

123

235

235

1 EAT
. 

,3,2  nr  тому 2123  rnk  (2 – кратність кореня 1 ). 

Тому матриця цього оператора не зводиться до діагонального вигляду. 
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



















163

053

064

. 

 Розв’язання. 

 Характеристичне рівняння 









)1(18)1)(5)(4(

163

053

064









 

0)2()1()2)(1( 22    

має корені 2,1 321   . Отже, власних значень є три, але різних 

власних значень є два. Знайдемо число k  лінійно незалежних власних 

векторів, що відповідають власному значенню 1  кратності 2. 















 
























000

000

111

000

666

333

1 EAT
. 

,3,1  nr  тому 213  rnk  (2 – кратність кореня 1 ). Тому 

матриця цього оператора зводиться до діагонального вигляду, а саме: 

















 200

010

001

. 

 Знайдемо базис, в якому матриця оператора має знайдений 

діагональний вигляд, тобто знайдемо власні вектори оператора. 

)1,0,1(),0,1,1(

;;0;

000

000

111

1

21

32132121


















 



ff

xxxxxx




 

).0,2,1(
,0

,2
;

000

100

112

300

636

336

2 3

3

12

3 

















































 f
x

xx 
  

 Отже, шуканий базис: )0,2,1(),1,0,1(),0,1,1( 321  fff


. 
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к) 





















0001

0010

0100

1000

. 

 Розв’язання. 

 Характеристичне рівняння 






















01

01

100

)1(

001

010

010

1000

001

010

010

100

2

2


















 

0)1()1)(1( 2222    

має корені 1,1 4321   . Отже, власних значень є чотири, але 

різних власних значень є два.  

Знайдемо число k  лінійно незалежних власних векторів, що 

відповідають власному значенню 1  кратності 2. 

;224,2;
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
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 krEAT
 

.224,2;
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0110
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1 











































 krEAT
 

Матриця цього оператора зводиться до діагонального вигляду, а 

саме: 

























1000

0100

0010

0001

. 

 Знайдемо базис, в якому матриця оператора має знайдений 

діагональний вигляд, тобто знайдемо власні вектори оператора. 



60 

 

),1,0,0,1(),0,1,1,0(
,

,

0

,0
1 21

32

41

32

41


















 ff
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xx

xx 
  

).1,0,0,1(),0,1,1,0(
,

,

0

,0
1 43

32

41

32

41


















 ff

xx

xx

xx

xx 
  

 Отже, шуканий базис: 

)1,0,0,1(),0,1,1,0(),1,0,0,1(),0,1,1,0( 4321  ffff


. 

 

Завдання для самостійної роботи до теми 9 
 

№ 40.1 [2]. Знайти власні значення і власні вектори лінійного оператора A 

дійсного векторного простору nL , заданого в деякому базисі 

},...,,{ 21 neeeB


 цього простору матрицею A , якщо: 

в) ,
21

02








A      г) ,

441

321

031






















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
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








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



















A     м) .
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4200

0011

0011






















A  

 

№ 41.1 [2]. Які з наступних матриць лінійних операторів дійсного 

векторного простору L  можна звести до діагонального вигляду за 

допомогою переходу до нового базису? Знайти цей базис і відповідну йому 

діагональну матрицю:  

г) 






















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;  д) 






















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;  е) 






















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; 

з) 




























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;  л) 


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
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
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
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
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
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. 
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Розділ III. ЛІНІЙНІ ОПЕРАТОРИ НА 

ЕВКЛІДОВОМУ ТА УНІТАРНОМУ ПРОСТОРАХ 
 

Тема 10. Ортогональні, спряжені і самоспряжені 
(симетричні) лінійні оператори 

 

№ 41.11 [2]. Взявши за означення ортогонального лінійного оператора A  

евклідового простору E  умову збереження ним скалярного добутку, тобто 

умову ),(),( yxAyAx


  для довільних Eyx 


, , довести, що:  

а) добуток двох ортогональних операторів є ортогональним оператором. 

 Розв’язання.  

Нехай оператори BA,  – ортогональні, тобто Eyx 


,  

),(),( yxAyAx


 , 

),(),( yxByBx


 . 

Доведемо, що оператор AB  – ортогональний, тобто Eyx 


,  

),())(),(( yxAByABx


 . 

),(),())(,)(())(),((
..

yxAyAxBAyBAxAByABx
ортогонAортогонB  

 . 

 

№ 1569 [6].  Довести, що для унітарного оператора A  унітарного 

простору: 

а) власні значення за модулем дорівнюють одиниці; 

 Розв’язання.  

 Нехай x


 –  власний вектор унітарного оператора A ,   –  відповідне 

йому власне значення, тобто xAx


 . Тоді 

),(),(),(),( xxxxAxAxxx


  . 

Оскільки 0


x , то 1 , звідки 1 . 

 

№ 41.7 [2]. Нехай },{ 21 ee


 – ортонормований базис евклідового простору 

2E , а лінійний оператор A  цього простору в базисі, що складається з 

векторів 11 ef


 , 212 eef


 , має матрицю 













11

21
A . 

Знайти матрицю 
A  спряженого оператора 

A  в тому самому базисі 

},{ 21 ff


. 

 Розв’язання.  

 Знайдемо  2211 ,,, yxyx  з рівностей 
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.

,

22122

21111

fyfxAf

fyfxAf












 

Для цього помножимо кожну з них на 1f


 і 2f


. 

),,(),(),( 12111111 ffyffxfAf



 

),,(),(),( 12111111 ffyffxAff


  

),,(),()2,( 121111211 ffyffxfff


  

),(),(),(2),( 1211112111 ffyffxffff


 . 

 Оскільки                     1),(),( 1111  eeff


,  

101),(),(),(),(),( 21112111221  eeeeeeeffff


, 

2101),(),(2),(),(),( 222111212122  eeeeeeeeeeff


, 

то                                                    113 yx  . 

 Аналогічно  

),,(),(),( 22121121 ffyffxfAf



 

),,(),(),( 22121121 ffyffxAff


  

),,(),(),( 221211211 ffyffxfff


  

),(),(),(),( 2212112111 ffyffxffff


 , 

11 20 yx  . 
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












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.3

,6
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1

1

11
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y

x

yx

yx
 

 

),,(),(),( 12211212 ffyffxfAf



 

),,(),(),( 12211212 ffyffxAff


  

),,(),()2,( 122112212 ffyffxfff


  

),(),(),(2),( 1221122212 ffyffxffff


 , 

225 yx  . 

),,(),(),( 22221222 ffyffxfAf



 

),,(),(),( 22221222 ffyffxAff


  

),,(),(),( 222212212 ffyffxfff


  

),(),(),(),( 2222122212 ffyffxffff


 , 

22 21 yx  . 
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21

,5

2

2

22

22

y

x

yx

yx
 

Отже,  















611

36
A . 

 

№ 41.13 [2]. Знайти ортонормований базис },...,,{ 21 neeeB 


 з власних 

векторів і матрицю A  в цьому базисі для лінійного оператора A , заданого 

в деякому ортонормованому базисі },...,,{ 21 neeeB


 евклідового простору 

nE  матрицею A , якщо:  

а) 









21

12
A ,    в) 























5108

1022

8211

A . 

 Розв’язання.  

 Лінійний оператор A  евклідового простору E  називають 

самоспряженим (або симетричним), якщо для довільної пари векторів 

Eyx 


,  справджується умова 

),(),( AyxyAx


 . 

 Відомо, що: 

1) довільний самоспряжений оператор A  в ортонормованому базисі 

евклідового простору E  має симетричну матрицю A  (ця умова є 

одночасно і достатньою умовою само спряженості оператора); 

2) усі характеристичні корені самоспряженого оператора є дійсними, а 

отже, є його власними значеннями; 

3) власні вектори самоспряженого оператора, які відповідають різним 

власним значенням, ортогональні між собою; 

4) для довільного самоспряженого оператора завжди існує (звичайно 

ортонормований) базис з власних векторів, в якому цей оператор 

має діагональну матрицю. 

 

а)  У нашому випадку AAT  , тобто A  – симетрична матриця  і 

тому A  – самоспряжений лінійний оператор. Знаходимо його власні 

значення. 

3,1;0)3)(1(1)2(
21

12
21

2 








. 

Тоді                                            









30

01
A . 
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 Визначимо тепер ортонормований базис },{ 21 eeB 


. Для цього 

знайдемо власні вектори, що відповідають власним значенням 1 і 3, як 

фундаментальні системи розв’язків систем лінійних однорідних рівнянь: 

.2,1,
0

0
)(

2

1


















 i

x

x
EA i  

 Для 11   



















00

11

11

11
;               21 xx  ;       )1,1(1 f


. 

Пронормуємо вектор 1f


:                









2

1
,

2

1

|||| 1

1
1

f

f
e 




. 

 Для 32   























00

11

11

11
;         21 xx  ;       )1,1(2 f


. 

Пронормуємо вектор 2f


:                









2

1
,

2

1

|||| 2

2
2

f

f
e 




. 

Вектори  21,ee 


 утворюють шуканий базис. 

 

в)                                













5108

1022

8211

 

 )11(100)5(4)2(64160160)5)(2)(11( 

 

  100110042064128320)5)(2)(11(  

 145881181568168)5)(2)(11( 23   

0)9)(9)(18()81)(18()18(81)18( 22    

9,9,18 321   . 





















900

090

0018

A . 

 Для 181   



































































000

120

581

13108

581

581

13108

10162

827

;    








,2

,2

23

21

xx

xx
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)2,1,2(1 f


. 

Пронормуємо вектор 1f


:                









3

2
,

3

1
,

3

2

|||| 1

1
1

f

f
e 




. 

 Для 92   



































































000

210

411

4108

1072

411

4108

1072

822

;           








,2

,2

32

31

xx

xx
  

)1,2,2(2 f


. 

Пронормуємо вектор 2f


:                









3

1
,

3

2
,

3

2

|||| 2

2
2

f

f
e 




. 

 

 Для 93   

























































000

110

10112

754

4110

10112

14108

10112

8220

;            












,

,
2

1

32

31

xx

xx
  

)2,2,1(3 f


. 

Пронормуємо вектор 3f


:                









3

2
,

3

2
,

3

1

|||| 3

3
3

f

f
e 




. 

Вектори  321 ,, eee 


 утворюють шуканий базис. 

  

Зауваження. Якщо б, наприклад, 21   , то власні вектори 21, ff


 

слід ще ортогоналізувати, оскільки ортогональними є власні вектори 

самоспряженого оператора, що відповідають різним власним значенням. 

 

  

Для даної симетричної матриці знайти ортогональну матрицю, яка 

трансформує її в діагональну матрицю: 



















113

151

311

A . 

 Розв’язання.  

 Знаходимо власні значення. 
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























024

051

211

213

051

211

113

151

311



















 

 )189)(2()189)(2())5)(4(2)(2( 22   

0)6)(3)(2(   ; 

6,3,2 321   . 



















600

030

002

A . 

  

Знайдемо тепер ортонормований базис },,{ 321 eeeB 


 з власних 

векторів. 

Для 21   


































000

010

171

313

171

313

;                      








,0

,

2

31

x

xx
                )1,0,1(1 f


. 

Пронормуємо вектор 1f


:                   









2

1
,0,

2

1

|||| 1

1
1

f

f
e 




. 

 Для 32   






































000

110

121

213

121

312

;                  








,

,

32

31

xx

xx
             )1,1,1(2 f


. 

Пронормуємо вектор 2f


:                









3

1
,

3

1
,

3

1

|||| 2

2
2

f

f
e 




. 

 Для 63   












































000

210

111

513

111

315

;            








,2

,

32

31

xx

xx
            )1,2,1(3 f


. 

Пронормуємо вектор 3f


:                  









6

1
,

6

2
,

6

1

|||| 3

3
3

f

f
e 




. 

Вектори  321 ,, eee 


 утворюють шуканий базис.  
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 Якщо існує така неособлива матриця Q  n -го порядку, що 

AQQB 1 , то кажуть, що матриця B  утворена трансформацією матриці 

A  матрицею Q    або  що  матриця  Q  трансформує матрицю A  в 

матрицю B . 

 Отже, нам слід знайти таку ортогональну матрицю Q , що 

AQQA 1 . Позначимо матрицю, рядками якої є вектори  321 ,, eee 


 , через 

G . Тоді 
1 GAGA , звідки 

1 GQ . Але оскільки матриця G  

ортогональна, то 
TGG 1

. Таким чином, 
TGQ  , тобто стовпцями 

матриці Q  є координати векторів 321 ,, eee 


: 





























6

1

3

1

2

1
6

2

3

1
0

6

1

3

1

2

1

Q . 

 

 Зробимо перевірку: 

 









































































6

1

3

1

2

1
6

2

3

1
0

6

1

3

1

2

1

113

151

311

6

1

6

2

6

1
3

1

3

1

3

1
2

1
0

2

1

1AQQ  

 









































































600

030

002

6

1

3

1

2

1
6

2

3

1
0

6

1

3

1

2

1

6

6

6

12

6

6
3

3

3

3

3

3
2

2
0

2

2

. 

 

 

 Знайти повну ортонормовану систему власних векторів симетричної 

матриці 
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





















20005

02050

00100

05020

50002

. 

 Розв’язання.  











































2000

0205

0010

0502

)2(

20005

02050

00100

05020

50002

 

 








 ))1(25)1()2(()2(

0205

0010

0502

5000

5 22 






 

 

0)7()3)(1()25)2)((1())1(25)1()2((25 22222   , 

 

7,3,1 54321   . 

Для 11   















































00000

10000

01000

05010

50001

10005

01050

00000

05010

50001

;          





















,0

,0

,0

,0

5

4

2

1

x

x

x

x

        )0,0,1,0,0(1 e


. 

 Для  332    















































00000

00000

00100

01010

10001

50005

05050

00400

05050

50005

;         















,0

,

,

3

42

51

x

xx

xx
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     )1,0,0,0,1(),0,1,0,1,0( 32  ff


. 

Пронормуємо вектори 2f


, 3f


:                







 0,

2

1
,0,

2

1
,0

|||| 2

2
2

f

f
e 




. 

                                                         









2

1
,0,0,0,

2

1

|||| 3

3
3

f

f
e 




. 

 Для  754    





























































00000

00000

00100

01010

10001

50005

05050

00600

05050

50005

;       















,0

,

,

3

42

51

x

xx

xx

 

     )1,0,0,0,1(),0,1,0,1,0( 54  ff


. 

Пронормуємо вектори 4f


, 5f


:                







 0,

2

1
,0,

2

1
,0

|||| 4

4
4

f

f
e 




. 

                                                      









2

1
,0,0,0,

2

1

|||| 5

5
5

f

f
e 




. 

Вектори  54321 ,,,, eeeee 


 утворюють шукану ортонормовану систему 

власних векторів. 

 

Завдання для самостійної роботи до теми 10 
 

№ 41.6 [2]. Довести, що операція переходу від лінійного оператора A  

евклідового простору E  до спряженого лінійного оператора 
A  має такі 

властивості: 

б) 
  BABA )( ; 

д) якщо A  – невироджений, то 
11 )()(   AA .  

 

№ 41.10 [2]. Нехай вектор x


 евклідового (унітарного) простору E  є 

власним вектором для лінійного оператора A , відповідним власному 

значенню 1 , і для спряженого оператора 
A , відповідним власному 

значенню 2 . Довести, що 21     ( 21   ). 

 

№ 41.13 [2]. Знайти ортонормований базис },...,,{ 21 neeeB 


 з власних 

векторів і матрицю A  в цьому базисі для лінійного оператора A , заданого 
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в деякому ортонормованому базисі },...,,{ 21 neeeB


 евклідового простору 

nE  матрицею A , якщо:  

б) 









52

25
A ,                  г) 

























1144

4178

4817

A . 
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Розділ IV. КВАДРАТИЧНІ ФОРМИ 
 

Тема 11. Квадратичні форми. Матриця 
квадратичної форми. Зведення квадратичної 

форми до канонічного вигляду методом 
ортогональних перетворень 

 

Знайти ортогональне перетворення, що зводить квадратичну форму 

до канонічного вигляду (зведення до головних осей) і записати цей 

канонічний вигляд: 

№ 1248 [6].  3121

2

3

2

2

2

1 44756 xxxxxxx  . 

 Розв’язання. 

 Матрицею цієї форми є     























702

052

226

A . 

 Треба знайти ортогональну матрицю Q , що трансформує матрицю 

A  в діагональну A  (тобто таку, що AQQA 1 ). Для цього слід знайти 

власні значення 321 ,,   і повну ортонормовану систему власних векторів 

матриці A .  









)7(4)5(4)7)(5)(6(

702

052

226









 

 )6(8)7)(5)(6()212(4)7)(5)(6(   

 )81235)(6()8)7)(5)((6( 2  

0)9)(6)(3()2712)(6( 2   ; 

9,6,3 321   . 



















900

060

003

A . 

 Для 31   























































000

210

201

210

011

201

402

022

223

;    








,2

,2

32

31

xx

xx
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)1,2,2(1 f


. 

Пронормуємо вектор 1f


:                









3

1
,

3

2
,

3

2

|||| 1

1
1

f

f
e 




. 

 Для 62   






































000

110

012

102

012

220

;                            












,

,
2

1

32

31

xx

xx
  

)2,2,1(2 f


. 

Пронормуємо вектор 2f


:                









3

2
,

3

2
,

3

1

|||| 2

2
2

f

f
e 




. 

 

 Для 93   















 
















 
























000

120

221

120

021

221

202

042

223

;    












,
2

1

,

32

31

xx

xx

 

)2,1,2(3 f


. 

Пронормуємо вектор 3f


:                









3

2
,

3

1
,

3

2

|||| 3

3
3

f

f
e 




. 

Вектори  321 ,, eee 


 утворюють повну ортонормовану систему власних 

векторів матриці A . 

 Отже, шукана матриця має вигляд: 































3

2

3

2

3

1
3

1

3

2

3

2
3

2

3

1

3

2

Q , 

а відповідним перетворенням є          




















.
3

2

3

2

3

1

,
3

1

3

2

3

2

,
3

2

3

1

3

2

3213

3212

3211

yyyx

yyyx

yyyx

                               

                                  

 Внаслідок такого перетворення дістанемо канонічну форму 
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2

3

2

2

2

1 963 yyy  . 

 

 

№ 1251 [6].  323121

2

3

2

2

2

1 444 xxxxxxxxx  . 

 Розв’язання. 



















122

212

221

A . 









)1(4)1(4)1(416)1(

122

212

221
3 







 

 )593(593)1(1216)1( 23233   

;0)5()1()54)(1()5544( 22223    

1,5 321   . 





















100

010

005

A . 

 Для 51   



































































000

110

121

660

660

121

422

242

224

;    








,

,

32

31

xx

xx
  

)1,1,1(1 f


. 

Пронормуємо вектор 1f


:                









3

1
,

3

1
,

3

1

|||| 1

1
1

f

f
e 




. 

 

 Для 132    


































000

000

111

222

222

222

;         321 xxx  ; 

)1,0,1(),0,1,1( 32  ff


. 

 Вектори 32 , ff


 не ортогональні, тому ортогоналізуємо цю систему 

векторів. 
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;
2

1

),(

),(
);,(),(0;

22

23
2322323 

ff

ff
fffffff 




  









 1,

2

1
,

2

1

2

1
323 fff


. 

Пронормуємо вектори 32 , ff 


:             







 0,

2

1
,

2

1

|||| 2

2
2

f

f
e 




, 

                                                                














6

2
,

6

1
,

6

1

|||| 3

3
3

f

f
e 




. 

Вектори  321 ,, eee 


 утворюють повну ортонормовану систему власних 

векторів матриці A . 

 Матриця Q  має вигляд: 





























6

2
0

3

1
6

1

2

1

3

1
6

1

2

1

3

1

Q , 

а відповідним перетворенням є          





















.
6

2

3

1

,
6

1

2

1

3

1

,
6

1

2

1

3

1

313

3212

3211

yyx

yyyx

yyyx

                               

                                 

 Внаслідок такого перетворення дістанемо канонічну форму 
2

3

2

2

2

15 yyy  . 

№ 1255 [6].  43423121 2662 xxxxxxxx  . 

 Розв’язання. 































0130

1003

3001

0310

A . 
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





















































830

81030

331

001

830

103

331

001

130

103

301

031

 








































83

8103

331

83

8103

331

833

81033

331

0010

2

2

2

2

2

2

 

 )1(649907272)1(10 2422222   

0)4)(4)(2)(2()16)(4(6420 2224   ; 

4,2,4,2 4321   . 


























4000

0200

0040

0002

A . 

 Для 21   



















 





























































0000

1100

2110

3021

2130

8260

6330

3021

2130

1203

3021

0312

; 















,

,

,

43

42

41

xx

xx

xx

                      )1,1,1,1(1 f


. 

Пронормуємо вектор 1f


:                









2

1
,

2

1
,

2

1
,

2

1

|||| 1

1
1

f

f
e 




. 

 

 Для 42   



















































































0000

1100

2110

3041

4130

2130

4150

3041

4130

1403

3041

0314

; 
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













,

,

,

43

42

41

xx

xx

xx

                   )1,1,1,1(2 f


. 

Пронормуємо вектор 2f


:                









2

1
,

2

1
,

2

1
,

2

1

|||| 2

2
2

f

f
e 




. 

 Для 23   























































































0000

1100

2110

3021

2130

8260

6330

3021

2130

1203

3021

0312

; 















,

,

,

43

42

41

xx

xx

xx

                      )1,1,1,1(3 f


. 

Пронормуємо вектор 3f


:                









2

1
,

2

1
,

2

1
,

2

1

|||| 3

3
3

f

f
e 




. 

 

 Для 44   





















































































0000

1100

2110

3041

4130

2130

4150

3041

4130

1403

3041

0314

; 















,

,

,

43

42

41

xx

xx

xx

                   )1,1,1,1(4 f


. 

Пронормуємо вектор 4f


:                









2

1
,

2

1
,

2

1
,

2

1

|||| 4

4
4

f

f
e 




. 

 

Вектори  4321 ,,, eeee 


 утворюють повну ортонормовану систему 

власних векторів матриці A . 

 Матриця Q  має вигляд: 
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



























































1111

1111

1111

1111

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1
2

1

2

1

2

1

2

1
2

1

2

1

2

1

2

1
2

1

2

1

2

1

2

1

Q , 

а відповідним перетворенням є        

























).(
2

1

),(
2

1

),(
2

1

),(
2

1

43214

43213

43212

43211

yyyyx

yyyyx

yyyyx

yyyyx

                             

                               

 Внаслідок такого перетворення дістанемо канонічну форму 
2

4

2

3

2

2

2

1 4242 yyyy  . 

 

№ 1250 [6].  323121

2

3

2

2

2

1 2265 xxxxxxxxx  . 

 Розв’язання. 

























511

113

131

A . 









)1()5(9)1(33)5()1(

511

113

131
2 







 

 )367(367 2323   

 )124)(3()3643( 2223   

0)2)(6)(3(   ; 

2,6,3 321   . 





















200

060

003

A . 
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 Для 31   















 















































000

110

211

550

550

211

211

123

132

;    








,

,

32

31

xx

xx
  

)1,1,1(1 f


. 

Пронормуємо вектор 1f


:                









3

1
,

3

1
,

3

1

|||| 1

1
1

f

f
e 




. 

 Для 62   



































































000

120

111

480

480

111

111

153

135

;         








,2

,

22

21

xx

xx
  

)2,1,1(2 f


. 

Пронормуємо вектор 2f


:                









6

2
,

6

1
,

6

1

|||| 2

2
2

f

f
e 




. 

 

 Для 23   















 
























000

100

711

711

133

133

;              








,0

,

3

21

x

xx
            )0,1,1(3 f


. 

Пронормуємо вектор 3f


:                







 0,

2

1
,

2

1

|||| 3

3
3

f

f
e 




. 

Вектори  321 ,, eee 


 утворюють повну ортонормовану систему власних 

векторів матриці A . 

 Шукана матриця має вигляд: 



























0
6

2

3

1
2

1

6

1

3

1
2

1

6

1

3

1

Q , 
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а відповідним перетворенням є          





















.
6

2

3

1

,
2

1

6

1

3

1

,
2

1

6

1

3

1

213

3212

3211

yyx

yyyx

yyyx

                               

                                 

 Внаслідок такого перетворення дістанемо канонічну форму 
2

3

2

2

2

1 263 yyy  . 

 

Завдання для самостійної роботи до теми 11 
 

Знайти ортогональне перетворення, що зводить квадратичну форму 

до канонічного вигляду (зведення до головних осей) і записати цей 

канонічний вигляд: 

№ 1252 [6].     323121

2

3

2

2

2

1 844141417 xxxxxxxxx  . 

№ 1253 [6].     323121

2

3

2

2

2

1 4245 xxxxxxxxx  . 

№ 1257 [6].     
2

443

2

3

2

221

2

1 44383 xxxxxxxx  . 

№ 1258 [6].     
2

443

2

3

2

221

2

1 2422 xxxxxxxx  . 

 

Тема 12. Зведення квадратичної форми до 
канонічного вигляду методом Лагранжа. Ранг 

квадратичної форми 
 

Звести квадратичну форму до канонічного вигляду методом 

Лагранжа і записати цей канонічний вигляд: 

№ 1248 [6].  3121

2

3

2

2

2

1 44756 xxxxxxx  . 

 Розв’язання. 

 3121

2

3

2

2

2

1 44756 xxxxxxx  

.
3

4

3

19

3

13
)226(

6

1
32

2

3

2

2

2

321 xxxxxxx   

Виконаємо перетворення 















33

22

3211

,

,226

xy

xy

xxxy

   з матрицею 















 



100

010

226

B , тобто xBy


 ; тоді 

.
13

81

3

2

3

13

13

3

6

1

3

4

3

19

3

13

6

1 2

3

2

32

2

132

2

3

2

2

2

1 yyyyyyyyy 







  
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Виконаємо перетворення 















33

322

11

,
3

2

3

13

,

yz

yyz

yz

з матрицею 


















100
3

2

3

13
0

001

C , тобто xCByCz


 ; тоді 

.
13

81

13

3

6

1 2

3

2

2

2

1 zzz   

  

Отже, задану квадратичну форму зведено до канонічного вигляду 

перетворенням з матрицею 















 
















 




















100
3

2

3

13
0

226

100

010

226

100
3

2

3

13
0

001

CBP , 

тобто перетворенням 















.

,
3

2

3

13

,226

33

322

3211

xz

xxz

xxxz

 

 

Звести квадратичну форму до канонічного вигляду методом 

Лагранжа і записати цей канонічний вигляд: 

433221 2 xxxxxx  . 

 Розв’язання. 

Оскільки тут немає членів з квадратами змінних, робимо спочатку 

перетворення   





















44

33

212

211

,

,

,

ux

ux

uux

uux

  або  























44

33

212

211

,

,
2

1

2

1

,
2

1

2

1

xu

xu

xxu

xxu

 з матрицею 

























1000

0100

00
2

1

2

1

00
2

1

2

1

B . 

Дістанемо  

 433231

2

2

2

14332312121 22))(( uuuuuuuuuuuuuuuuuu

4332

2

3

2

2

2

31 2
4

1

2

1
uuuuuuuu 








 . 

Тепер зробимо перетворення  
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



















44

33

22

311

,

,

,
2

1

uy

uy

uy

uuy

   з матрицею  
























1000

0100

0010

0
2

1
01

C . 

Тоді 

43

2

32

2

14332

2

3

2

2

2

1 2
2

1
2

4

1
yyyyyyyyyyyy 








 . 

Наступне перетворення  





















44

33

322

11

,

,
2

1

,

yz

yz

yyz

yz

   має  матрицю  























1000

0100

0
2

1
10

0001

D . 

Звідси                                     43

2

2

2

1 2 zzzz  . 

Тепер зробимо перетворення   





















434

433

22

11

,

,

,

ttz

ttz

tz

tz

  або  























434

433

22

11

2

1

2

1

,
2

1

2

1

,

,

zzt

zzt

zt

zt

 з матрицею 



























2

1

2

1
00

2

1

2

1
00

0010

0001

F . 

Дістанемо                              
2

4

2

3

2

2

2

1 22 tttt  . 

 

 Отже, задану квадратичну форму зведено до канонічного вигляду 

перетворенням з матрицею   

 FDCBP  


































































































1000

0100

00
2

1

2

1

00
2

1

2

1

1000

0100

0010

0
2

1
01

1000

0100

0
2

1
10

0001

2

1

2

1
00

2

1

2

1
00

0010

0001
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



























1100

1100

0111

0111

2

1
, 

тобто перетворенням 

























).(
2

1

),(
2

1

),(
2

1

),(
2

1

434

433

3212

3211

xxt

xxt

xxxt

xxxt

 

 

Звести до нормального вигляду (над полем дійсних чисел) 

квадратичні форми. Визначити ранг і сигнатуру цих форм. 

а) 323121

2

3

2

1 6223 xxxxxxxx  . 

 Розв’язання. 

 323121

2

3

2

1 6223 xxxxxxxx  

 3232

2

3

2

2

2

321 624)( xxxxxxxxx  

2

2

2

1

2

32

2

321

2

332

2

2

2

321 )2()(44)( yyxxxxxxxxxxxx  , 

де                       3223211 2, xxyxxxy  . 

Отже,           2r ,      1p ,     1q ,      0 qp . 

 

б) 133221 xxxxxx  . 

 Розв’язання. 

Зробимо спочатку перетворення   















33

212

211

,

,

ux

uux

uux

    або   




















.

,
2

1

2

1

,
2

1

2

1

33

212

211

xu

xxu

xxu

 

 323132312121133221 ))(( uuuuuuuuuuuuxxxxxx  
2

3

2

2

2

1

2

3

2

2

2

3131

2

2

2

1 )(2 yyyuuuuuuuu  , 

де  
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













.

,

,

33

22

311

uy

uy

uuy

 

Отже,           3r ,      1p ,     2q ,      1 qp . 

             

Завдання для самостійної роботи до теми 12 
 

Звести квадратичну форму до канонічного вигляду методом 

Лагранжа і записати цей канонічний вигляд: 

№ 1249 [6].  323121

2

3

2

2

2

1 204162511 xxxxxxxxx  . 

№ 1253 [6].  323121

2

3

2

2

2

1 4245 xxxxxxxxx  . 

                      43424121 32 xxxxxxxx  . 

 

Тема 13. Нормальний вигляд квадратичної 

форми. Еквівалентні квадратичні форми. 
Додатно визначені форми 

 

№ 1201 [6].  З’ясувати, які з даних квадратичних форм еквівалентні над 

полем дійсних чисел: 

32

2

11 xxxF  ,     
2

3212 yyyF  ,      
2

3213 zzzF  . 

 Розв’язання. 

 Зведемо усі квадратичні форми до нормального вигляду. 

1) 
2

3

2

2

2

132

2

11 uuuxxxF  ,      де     















.

,

,

323

322

11

uux

uux

ux

 

 

2) 
2

3

2

2

2

1

2

3212 uuuyyyF  ,      де     















.

,

,

33

212

211

uy

uuy

uuy

 

3) 
2

3

2

2

2

1

2

3213 uuuzzzF  ,      де     















.

,

,

33

212

211

uz

uuz

uuz

 

 Отже,    31 FF  . 

 

№ 1212 [6]. Знайти всі значення параметра  , при яких квадратична форма 

додатно визначена: 
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323121

2

3

2

2

2

1 2245 xxxxxxxxx   . 

 Розв’язання. 

 Матриця даної квадратичної форми 























11

112

125

. 

 Використаємо критерій Сільвестра. 

05  ,               01
12

25
 ,              0

11

112

125











, 

звідки     0541225       або    2 . 

 

№ 1213 [6].       3121

2

3

2

2

2

1 2232 xxxxxxx   . 

Розв’язання. 

 Матриця даної квадратичної форми 

















301

01

12





. 

 Використаємо критерій Сільвестра. 

         02
1

2
2  




,              0316

301

01

12
2  



, 

тобто      









,053

,02
2

2




    звідки       

3

5
 . 

 

Завдання для самостійної роботи до теми 13 
 

Знайти всі значення параметра  , при яких квадратична форма 

додатно визначена: 

№ 1214 [6].     323121

2

3

2

2

2

1 4225 xxxxxxxxx   . 

№ 1215 [6].    323121

2

3

2

2

2

1 61024 xxxxxxxxx   . 

 

Зразки завдань для контрольних робіт 
 

№ 36.6 [2]. Довести, що існує єдиний лінійний оператор A  тривимірного 

простору, який переводить вектори 321 ,, aaa


 в 321 ,, bbb


 відповідно, і 
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знайти матрицю A  цього оператора в тому самому базисі, в якому задано 

координати всіх векторів, якщо: 

б) ),3,1,2(),1,1,1(),1,2,1(),3,0,2( 2211  baba


 

     ).1,1,1(),0,1,2( 33  ba


 

 Розв’язання. 

 Система векторів 321 ,, aaa


 є базисом простору 3V , оскільки вона, як 

легко перевірити, лінійно незалежна.  

Використаємо теорему:  

 Яка б не була упорядкована система з n  векторів простору nL   

,,...,, 21 nccc


 

існує і притому тільки один, лінійний оператор   простору nL  такий, що 

вектори системи nccc


,...,, 21  є образами векторів базису  neeeB


,...,, 21  при 

дії цього оператора: 

,ii ec


       ni ,...,2,1 . 

 Отже, існує єдиний лінійний оператор A  тривимірного простору, 

який переводить базисні вектори 321 ,, aaa


 в 321 ,, bbb


 відповідно. Матрицю 

A  цього оператора в базисі 321 ,, eee


 шукаємо за формулою: 

,1MLA   

де L  і M  матриці, рядками яких є координатні рядки векторів 321 ,, aaa


 і 

321 ,, bbb


 відповідно в базисі 321 ,, eee


: 



















012

111

302

L ,    
























111

312

121

M . 

Обчислимо 1L : 














































221

562

331

012

111

302
1

1L . 

Тоді 





































































 

365

111515

588

111

312

121

221

562

331
1MLA . 

 

№ 37.2 [2] (в). Лінійний оператор A  в базисі },,,{ 4321 eeeeB


 має матрицю 
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






















3121

1352

2103

1021

A . 

Знайти матрицю A  цього самого оператора в базисі:  

432121 ,,52,3 eeeeee


 . 

 Розв’язання.  
1 TATA , де T – матриця переходу від базису B  до заданого 

базису         432121 ,,52,3 eeeeee


 . 























1000

0100

0052

0031

T . 

Знайдемо матрицю 
1Т . 

другий
потроєний
додамо
рядка

першого
до

перший
подвоєний
віднімемо
рядка

другого
від

ET 














































1000

0100

0012

0001

1000

0100

0010

0031

1000

0100

0010

0001

1000

0100

0052

0031

 

1
)1(

1000

0100

0012

0035

1000

0100

0010

0001

1000

0100

0012

0035

1000

0100

0010

0001

























































 TE

на
множимо
рядок
другий

. 



























1000

0100

0012

0035

1T ; 

 







































































3121

1352

125417

73210

3121

1352

2103

1021

1000

0100

0052

0031

TA ; 
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











































































 

3111

1310

1254777

732846

1000

0100

0012

0035

3121

1352

125417

73210

1TATA . 

 

 Отже, 





























3111

1310

1254777

732846

A . 

 

№ 1458 [6]. Оператор A  в базисі )2,1(),7,3( 21  aa


 має матрицю 















35

12
A , а лінійний оператор B  у базисі ),7,6(1 b


 )6,5(2 b


 має 

матрицю 









72

31
B . Знайти матрицю лінійного оператора AB  в тому 

базисі, в якому задано координати всіх векторів. 
 

Розв’язання. 

 Матрицю A  оператора A  в базисі e


 і матрицю B  оператора B  в 

базисі e


 знаходимо за формулами: 
1

11

 ATTA , 1T – матриця переходу від базису a


 до базису e


, 
1

01

 AT , 
1

22

 BTTB , 2T – матриця переходу від базису b


 до базису e


, 
1

02

 BT . 















21

73
0А , 














65

76
0В , 

,
65

76
,

31

72
1

02

1

01 
















  BTAT  

































 

21

73

35

12

31

72
0

1

0

1

11 AAAATTA  








































13961

319140

21

73

1017

2339
, 





























 

65

76

72

31

65

76
0

1

0

1

22 BBBBTTB  




































223183

262215

65

76

5717

6720
. 

 Матриця оператора AB  в базисі e


: 
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






































0151531212

4573427728

223183

262215

13961

319140
BAX . 

 

№ 41.1 [2]. Чи можна матрицю лінійного оператора дійсного векторного 

простору L  звести до діагонального вигляду за допомогою переходу до 

нового базису? Знайти цей базис і відповідну йому діагональну матрицю:  

е) 






















133

153

131

. 

Розв’язання. 

Характеристичне рівняння 









)1(3)1(9)5(399)1)(5)(1(

133

153

131









  )1(9)1)(5)(1(99)1)(5)(1(    

  0)2)(1()44)(1(9)5)(1()1( 22    

має корені 2,1 321   . Отже, власних значень є три, але різних 

власних значень є два. Знайдемо число k  лінійно незалежних власних 

векторів, що відповідають власному значенню 2  кратності 2. 












































111

353

331

133

153

131
T

; 








































000

000

111

111

333

333

2 EAT
. 

,3,1  nr  тому 213  rnk  (2 – кратність кореня 2 ). Тому 

матриця цього оператора зводиться до діагонального вигляду, а саме: 



















200

020

001

А . 

 Знайдемо базис, в якому матриця оператора має знайдений 

діагональний вигляд, тобто знайдемо власні вектори оператора. 

).1,3,3(
,3

,3
;

000

310

011

011

343

332

1 1

32

31

1 













































 f
xx

xx 
  
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).1,0,1(),0,1,1(

;;0;

000

000

111

2

32

32132132






















ff

xxxxxx




 

 Отже, шуканий базис:  ).1,0,1(),0,1,1(),1,3,3( 321  fff


 

 

№ 1253 [6]. Звести квадратичну форму 

323121

2

3

2

2

2

1 4245 xxxxxxxxx   

до канонічного вигляду ортогональним перетворенням і записати формули 

перетворення. 

 Розв’язання. 

 Матрицею цієї форми є     


















121

252

121

A . 

 Треба знайти ортогональну матрицю Q , що трансформує матрицю 

A  в діагональну A  (тобто таку, що AQQA 1 ). Для цього слід знайти 

власні значення 321 ,,   і повну ортонормовану систему власних векторів 

матриці A .  









)1(4)1(4)5(44)5()1(

121

252

121
2 







 

 59)5()1(444458)5()1( 22   

;0)183(183 223    

3,6,0 321   . 



















300

060

000

A . 

 Для 01   





























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
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







,0

,

2

31

x

xx
           )1,0,1(1 f


. 

Пронормуємо вектор 1f


:                









2

1
,0,

2

1

|||| 1

1
1

f

f
e 




. 

 Для 62   
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































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;            








,4

,
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31

xx

xx
       )1,4,1(2 f


. 

Пронормуємо вектор 2f


:                









23

1
,

23

4
,

23

1

|||| 2

2
2

f

f
e 




. 

 Для 33   












































000

120
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221
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122

;    








,2

,2

23

21

xx

xx
    )2,1,2(3 f


. 

Пронормуємо вектор 3f


:                









3

2
,

3

1
,

3

2

|||| 3

3
3

f

f
e 




. 

Вектори  321 ,, eee 


 утворюють повну ортонормовану систему власних 

векторів матриці A . 

 Отже, шукана матриця має вигляд: 




















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


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2

23

1

2

1
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4
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2
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1

2

1

Q , 

а відповідним перетворенням є    





















.
3

2

23

1

2

1

,
3

1

23

4

,
3

2

23

1

2

1

3213

322

3211

yyyx

yyx

yyyx

 

 Внаслідок такого перетворення дістанемо канонічну форму 
2

3

2

2 36 yy  . 
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Електронне навчально-методичне видання 
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