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У роботi на основi точного розв’язку рiвняння Пуассона для квантової точки iз позитивно зарядженим iоном
донора у її центрi визначено потенцiальну енергiю взаємодiї iона домiшки з електроном з врахуванням рiзних
вiдомих значень дiелектричних проникностей InSb та InAs1−xSbx. Використовуючи знайдену потенцiальну
енергiю, точно розв’язано рiвняння Шредiнгера для водневоподiбної домiшки у цiй системi. Дослiджено вплив
радiуса КТ та концентрацiї Sb у матрицi на спектр електрона.

Вступ

Останнiм часом проведено багато дослiджень
домiшкових станiв у рiзних обмежених системах,
зокрема у квантових точках (КТ). Значна части-
на теоретичних робiт присвячена вивченню сфери-
чних КТ у межах континуальної моделi, на основi
якої отримують добре узгодження з експеримен-
тальними даними. У роботах [1–5] проведено першi
теоретичнi дослiдження домiшкових станiв у КТ,
отримано точнi розв’язки рiвняння Шредiнгера з
кулонiвською потенцiальною взаємодiєю мiж ча-
стинками. Ґрунтуючись на точних розв’язках, ви-
значено також енергетичнi стани донора, розташо-
ваного не в центрi сферичної КТ. Результати по-
казали розщеплення та змiну порядку рiвнiв зале-
жно вiд радiуса КТ, розташування донора i висоти
квантової ями. Причиною розщеплення та змiни
порядку рiвнiв є порушення симетрiї системи та
конкурування кулонiвської взаємодiї i просторово-
го обмеження. Однак в цих роботах з метою спро-
щення обчислень використовувалося наближення,
що дiелектричнi проникностi середовищ однако-
вi i дорiвнюють середньому значенню. Такий пiд-
хiд має очевиднi недолiки. Особливо для гетеро-
систем, в яких iснує велика вiдмiннiсть мiж дiеле-
ктричними проникностями. У роботi [5] враховано
рiзницю мiж значеннями дiелектричної проникно-
стi.

Однак вибрана потенцiальна енергiя взаємодiї
iона домiшки з електроном мiстить розрив на по-
верхнi гетеросистеми. Врахування дiелектричних
проникностей КТ i матрицi, а також поляризацiй-
них зарядiв, що виникають на межах гетеросисте-
ми, можуть значно змiнювати величину ефектив-
ної потенцiальної ями [6]. У роботi [7] показано, що
врахування точного розв’язку рiвняння Пуассона
i Шредiнгера для водневоподiбної домiшки значно
змiнює спектр порiвняно з результатами [1–5]. Вi-
домо також, що енергетичний спектр електрона
у КТ залежить вiд параметрiв матрицi. Параме-
три кристала InAs1−xSbx можна варiювати, змi-
нюючи концентрацiю Sb i As. Для глибшого тео-
ретичного розумiння властивостей домiшок у КТ
важливо знати залежнiсть енергетичних спектрiв
КТ вiд параметрiв матрицi.

Зважаючи на все, сказане вище, у запропоно-
ванiй роботi на основi точного розв’язку рiвняння
Пуассона для КТ з позитивно зарядженим iоном
домiшки у її центрi визначено потенцiальну енер-
гiю взаємодiї iона домiшки з електроном, врахову-
ючи дiелектричнi властивостi КТ i матрицi. Вико-
ристовуючи знайдену потенцiальну енергiю, точно
розв’язано рiвняння Шредiнгера для водневоподi-
бної домiшки у цiй системi. Визначено вплив ра-
дiуса КТ та параметрiв матрицi на енергетичний
спектр електрона.

Потенцiал позитивно зарядженої частинки у
центрi сферичної КТ

Розглядається сферична наногетеросистема
радiусом a, у центрi якої знаходиться позитивний
заряд q. КТ має дiелектричну проникнiсть ε1 , а
матриця – ε2.

Для того, щоб визначити потенцiал створений
зарядом q, необхiдно розв’язати рiвняння Пуассо-
на у двох областях, яке внаслiдок сферичної симе-
трiї задачi має вигляд:

d2

dr2
Φ1 (r) +

2

r

d

dr
Φ1 (r) = −4πq

ε1
δ (r) , r � a,

d2

dr2
Φ2 (r) +

2

r

d

dr
Φ2 (r) = 0, r > a.

(1)

Вiдповiднi розв’язки цих рiвнянь запишуться так:

Φ1 (r) = A1 +
A2

r
, Φ2 (r) = B1 +

B2

r
. (2)

Невiдомi коефiцiєнти визначено з умов рiвно-
стi потенцiалу нулю на нескiнченностi, неперерв-
ностi потенцiалу та нормальної складової вектора
iндукцiї електричного поля на межах середовищ i
теореми Гауса:

A1 =
q(ε1 − ε2)

ε1ε2a
, A2 =

q

ε1
,

B1 = 0, B2 =
q

ε2
, (3)

Визначивши всi невiдомi коефiцiєнти, знайдено
потенцiал, який створює заряд q у центрi КТ.
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Водневоподiбна домiшка у центрi сферичної
КТ
Нехай у центрi сферичної наногетерострукту-

ри InSb/InAs1−xSbx знаходиться позитивно заря-
джений iон водневоподiбної домiшки (q = e). Па-
раметри матрицi (дiелектрична проникнiсть, ефе-
ктивна маса, робота виходу електрона) залежать
вiд концентрацiї Sb [8]:

ε (x) = 15.15 + 1.65x,

m∗ (x) = 0.023− 0.039x+ 0.03x2,

χ (x) = 4.9− 0.31x eV. (4)

У загальному випадку потенцiальна енергiя,
що зумовлена розривом зон, набуде вигляду:

U (r, x) =

{
−U0 (x) , r � a,

0, r > a,

U0 (x) = χ (x)− χ (1) � 0. (5)

Ефективнi маси та дiелектричнi проникностi
гетероструктури визначаються з рiвностей:

m∗ (r, x) =

{
m∗ (1) , r � a,

m (x) , r > a,
(6)

ε (r, x) =

{
ε (1) , r � a,

ε (x) , r > a.
(7)

Потенцiальна енергiя взаємодiї електрона з iо-
ном домiшки, що одержана на основi розв’язку
рiвняння Пуассона (1), зобразиться формулою:

V (r, x) = −e2

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1

ε (1) r
+

ε (1)− ε (x)

ε (1) · ε (x) · a , r � a,

1

ε (x) · r , r > a.

(8)
Якщо додати вирази (5) i (8), то одержимо пов-

ну потенцiальну енергiю електрона у КТ:

Π(r, x) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−e2

ε (1) · r − U∗
1 (a, x) , r � a,

−e2
ε (x) · r , r > a,

(9)
де введено ефективну потенцiальну яму:

U∗
1 (a, x) =

e2

a

ε (1)− ε (x)

ε (1) · ε (x) + U0. (10)

З (10) видно, що ефективна потенцiальна яма
залежить вiд радiуса гетеросистеми та концентра-
цiї миш’яку у матрицi. Оператор повної енергiї си-
стеми запишеться так:

H = −�2

2
∇ 1

m∗ (r, x)
∇+Π(r, x) , (11)

Рiвняння Шредiнгера з гамiльтонiаном (11)
розв’язується точно. Враховуючи сферичну симе-
трiю задачi, хвильову функцiю, що є розв’язком
рiвняння Шредiнгера, можна подати у виглядi до-
бутку радiальної та кутової складової:

ψ (r, θ, ϕ) = R (r) Y ml (θ, ϕ) , (12)

де Y ml (θ, ϕ) – сферичнi функцiї, l, m – орбiтальне
та магнiтне квантовi числа. Тодi можна записати
радiальне рiвняння Шредiнгера для 2-х областей.

Область r � a. Радiальне рiвняння Шредiнге-
ра має вигляд:{

− �2

2 ·m∗ (1)

(
d2

dr2
+

2

r

d

dr

)
+

�2l(l + 1)

2 ·m∗ (1) · r2+

− e2

ε (1) · r − U∗
1 (a, x)− E

}
R1 (r) = 0.

(13)
У цiй областi можуть iснувати стани з енергi-

єю як меншою, так i бiльшою за −U∗
1 (a, x). То-

му рiвняння (13) розглядається у цих двох дiапа-
зонах енергiй. Нехай E < −U∗

1 (a, x). Якщо
ввести безрозмiрнi величини за формулами:
ξ = α1ar, α2

1a = −8m∗ (1) (E + U∗
1 (a, x)) /�2,

λ1 = 2m∗ (1) e2/
(
ε (1) �2α1a

)
, R1 (ξ) = ξ−1ρ1 (ξ) ,

то (13) зведеться до такого:

∂2ρ1 (ξ)

∂ξ2
+

[
−1

4
+
λ1
ξ

− l (l + 1)

ξ2

]
ρ1 (ξ) = 0. (14)

Рiвняння Вiттекера (14) має два лiнiйно неза-
лежнi розв’язки. Якщо врахувати умову скiнчен-
ностi хвильової функцiї у початку координат, то
розв’язком рiвняння (14) буде функцiя:

ρ1 (ξ) = C1e
− ξ

2 ξl+1M (l + 1− λ1, 2l + 2, ξ) , (15)

де M(a, b, x) – гiпергеометрична функцiя пер-
шого роду [9]. Для iншої областi енер-
гiй: −U∗

1 (a, x) < E < 0 зручно ввести позначе-
ння ξ = α1br, α2

1b = 2m∗ (1) (E + U∗
1 (a, x)) /�2,

β1 = −m∗ (1) e2/
(
ε (1)�2α1b

)
, R1 (ξ) = ξ−1ρ1 (ξ).

Тодi рiвняння (13) одержиться у виглядi:

∂2ρ1 (ξ)

∂ξ2
+

[
1− 2β1

ξ
− l (l + 1)

ξ2

]
ρ1 (ξ) = 0. (16)

Це рiвняння Кулона. Розв’язок такого рiвнян-
ня, що задовольняє умови скiнченностi хвильової
функцiї, можна зобразити за допомогою гiпергео-
метричної функцiї:

ρ1 (ξ) = C1
2le−

πβ1
2 |Γ (l + 1 + iβ1)|
Γ (2l + 2)

×

×e−iξξl+1M (l + 1− iβ1, 2l+ 2, 2iξ) , (17)

де Γ(z) – гамма-функцiя Ейлера [9].
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Рис.1. Енергiя основного стану водневоподiбної домiшки
для рiзних значень концентрацiї сурми в матрицi

Область r > a. Радiальне рiвняння у цiй обла-
стi записано так:{

− �2

2m∗ (x)

(
d2

dr2
+

2

r

d

dr

)
+

�2l(l+ 1)

2m∗ (x) r2
+

− e2

ε (x) r
− E

}
R3 (r) = 0.

(18)

Визначаючи безрозмiрнi величини ξ = α2r,
α2
2 = −8m∗ (x)E/�2, λ2 = 2m∗ (x) e2/

(
ε (x) �2α2

)
,

R2 (ξ) = ξ−1ρ2 (ξ), рiвняння (18) можна перетво-
рити у рiвняння Вiттекера:

∂2ρ2 (ξ)

∂ξ2
+

[
−1

4
+
λ2
ξ

− l (l + 1)

ξ2

]
ρ2 (ξ) = 0. (19)

Тодi розв’язок рiвняння (19) має вигляд [9]:

ρ3 (ξ) = C2
e−

ξ
2 ξ−l

Γ (−l− λ3)
×

×
∞∫
0

dt e−ξt t−l−λ3−1(1 + t)−l+λ3−1. (20)

У випадку E > 0 енергетичний спектр стає не-
перервним.

Хвильова функцiя та потiк густини ймовiрно-
стi мають бути неперервними на межах гетеро-
структури:

R1 (r)|r=a − R2 (r)|r=a = 0,

1

m∗ (1)
d

dr
R1 (r)

∣∣∣∣
r=a

− 1

m∗ (x)
d

dr
R2 (r)

∣∣∣∣
r=a

= 0,∫
dr |ψ (r, θ, ϕ)|2 = 1.

(21)
З цих умов, а також умови нормування, мо-

жна визначити власнi значення та власнi функцiї
водневоподiбної домiшки у сферичнiй КТ.

Результати обчислень та їх аналiз
Розрахунок дискретного енергетичного спе-

ктру для електрона (Enl) проведено за допомогою
ЕОМ.

Рис.2. Залежнiсть енергiя основного стану домiшки вiд
концентрацiї сурми для рiзних радiусiв КТ

На рис.1 подано залежнiсть енергiї основного
стану домiшки (E10) вiд радiуса КТ для рiзних
значень концентрацiї Sb.

Збiльшення концентрацiї сурми в матрицi ве-
де до того, що властивостi матрицi i КТ стають
ближчими (4). З рисунка видно, що для заданого
радiуса КТ збiльшення концентрацiї сурми змен-
шує енергiю домiшки. Це зумовлено тим, що, як
видно з (5) i (7), зменшується величина розри-
ву зон кристалiв i вiдмiннiсть мiж дiелектрични-
ми проникностями. Отже, внаслiдок збiльшення
x, зменшується ефективна потенцiальна яма (10).
Наведенi мiркування пiдтверджуються також за-
лежнiстю енергiї основного стану вiд концентрацiї
Sb для фiксованого радiуса КТ (рис.2).

В областi малих x одержано лiнiйну залежнiсть
E10 = E10 (x). Якщо ж x → 1, то властиво-
стi матрицi i КТ збiгаються, а енергетичнi рiвнi
домiшки визначаються водневоподiбними енерге-
тичними рiвнями домiшки у масивному кристалi
InSb (E = 0.67 meV).

Крiм основного стану, визначено також енергiю
збуджених станiв. На рис.3 зображено залежностi
енергетичних рiвнiв E10(крива 1), E11 (крива 2) i
E20 (крива 3) вiд радiуса КТ для фiксованих зна-
чень x.

З рисунка видно, що для великих радiусiв енер-
гiя електрона прямує до вiдповiдних енергiї во-
дневоподiбної домiшки, що зменшена на величину
ефективної потенцiальної ями, яка для рiзних кон-
центрацiї сурми є рiзною. Зменшення радiуса КТ
веде до того, що стани E11, E20, якi виродженi у
вiльному атомi водню, розщеплюються внаслiдок
пониження симетрiї простору. Зменшення радiуса
КТ збiльшує просторове обмеження i веде до зро-
стання енергiї частинки у будь-якому станi. Для
радiусiв КТ, що меншi за ефективний борiвський
радiус електрон з бiльшою ймовiрнiстю перебуває
зовнi КТ, тому подальше зменшення радiуса КТ
спричинює незначну змiну енергiї, яка прямує до
водневоподiбної енергiї у масивному кристалi.
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Рис.3. Енергiя водневоподiбної домiшки для x = 0.2

(суцiльнi лiнiї), x = 0.6 (пунктирнi лiнiї)

Висновки
Отже, у роботi, враховуючи залежнiсть пара-

метрiв матрицi гетероструктури вiд концентрацiї
Sb, одержано точний розв’язок рiвняння Пуассона
для позитивно зарядженого iона домiшки у цен-
трi сферичної наногетероструктури, що дозволило
встановити залежнiсть повної потенцiальної енер-
гiї електрона, ввiвши ефективну потенцiальну яму
для електрона у гетероструктурi. З визначеною
потенцiальною енергiєю точно розв’язано рiвнян-
ня Шредiнгера для дискретного спектру воднево-
подiбної домiшки. Використовуючи ЕОМ визначе-
но енергетичний спектр домiшки для рiзних радi-
усiв КТ i концентрацiї сурми.
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