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У статтi розглядається метод розгортання визначникiв розрiджених матриць, що застосовується при реа-
лiзацiї функцiонально-дискретного методу для розв’язування задач на власнi значення зi скалярними та ма-
тричними коефiцiєнтами в диференцiальному операторi.

Задачам на власнi значення для одновимiрно-
го рiвняння Шредiнгера з нелокальними крайови-
ми умовами, а особливо з iнтегральними умова-
ми, присвячено вiдносно мало робiт (у порiвнян-
нi з двоточковими крайовими умовами). Зокре-
ма, робота [1] стосується нелокальних iнтеграль-
них умов. Розглядався ряд задач на власнi значе-
ння, який формулюється у такiй, бiльш загальнiй,
постановцi

u′′(x) + [λ− q(x)]u(x) = 0, x ∈ (0, 1), (1)

u(0) =

1∫
0

u(x)dσ0(x), u(1) =

1∫
0

u(x)dσ1(x), (2)

де σ0(x), σ1(x) – заданi функцiї обмеженої варi-
ацiї, q(x) – задана кусково-неперервна функцiя,
причому q(x) � 0, ∀x ∈ [0, 1].

Зокрема, були розглянутi для q(x) ≡ 0 такi
три варiанти крайових умов (2):
1) σ0(x) ≡ 0, σ1(x) = ax;
2) σ0(x) ≡ 0,

σ1(x) =

⎧⎨⎩
0, 0 � x < 1

4 ,
ax, 1

4 � x < 3
4 ,

0, 3
4 � x � 1,

3) σ1(x) = a1x, σ2(x) = a2x, де a, a1, a2 – заданi
параметри.

Тут ми обмежимося розв’язуванням задачi ви-
гляду

u′′(x) + [λ− q(x)]u(x) = 0, x ∈ (0, 1), (3)

u(0) = 0, u(1) = a

3/4∫
1/4

u(ξ)dξ, (4)

хоча запропонований нижче пiдхiд може бути за-
стосований i для випадку умов (2).

Функцiонально-дискретний (FD-) метод, роз-
роблений у роботi [2] i застосований до розв’язан-
ня задачi (3), (4), вiдiграє двояку роль. З одного
боку вiн уможливлює дослiджувати якiснi власти-
востi розв’язку задачi (3), (4) (дiйснiсть власних
значень, наявнiсть комплексних власних значень,
кратнiсть спектру i т.д.) З iншого боку запропо-
нований метод дає алгоритм для чисельного зна-
ходження наближеного розв’язку задачi (3), (4)
з будь-яким наперед заданим порядком точностi.
Вiдмiнною рисою FD-методу є те, що для широко-
го класу задач на власнi значення, його точнiсть
тим вища, чим старший порядковий номер вiдпо-
вiдного власного значення; вiн не вимагає розв’я-
зування повної алгебраїчної задачi на власнi зна-
чення; вiн допускає вибiрковий рахунок, а отже i
розпаралелювання обчислень.

Нехай q (x) = x, a = 20. Тодi точний розв’язок
ЗДР (1) має вигляд

un (x, λn) = Cn
√
λn − x

(
J 1

3

(
2

3
(λn − x)3/2

)
×

×J− 1
3

(
2

3
λ3/2n

)
− J− 1

3

(
2

3
(λn − x)

3/2

)
J 1

3

(
2

3
λ3/2n

))
,

(5)

де J±1/3
(z) – цилiндричнi функцiї або функцiї Бес-

селя 1 роду. Зазначимо, що тут враховано першу
крайову умову з (4), а Cn – довiльна стала.

Точнi власнi значення λn визначаються з дру-
гої крайової умови в (4), тобто з рiвняння

Δ (λn) ≡ un(1, λn)− 20

3/4∫
1/4

un (x, λn)dx = 0. (6)
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Для досягнення збiжностi FD-методу була ви-
брана на рiвномiрнiй сiтцi

ΩN = {xi = i

N
, i = 0, ..., N}

апроксимуюча функцiя q(x) у виглядi кусково-
постiйної функцiї з кiлькiстю "сходинок рiвною N

q(x) =

{
q̄i =

1

2

[
q(xi−1) + q(xi)

]
, i = 1, ..., N

}
. (7)

Якщо розв’язок базової задачi (3),(4) задати у
виглядi

u(0)n (x, q̄(·)) =

=

⎧⎪⎨⎪⎩
c1 sin
√
λ− q̄1x, 0 � x � x1, i = 1,

c2i−2 sin
√
λ− q̄ix+

+c2i−1 cos
√
λ− q̄ix,xi−1 � x � xi, 2 � i � N,

то наближення нульового рангу λ(0)n (q̄(·)) та невi-
домi ci (i = 1, ..., 2N − 1) знаходяться з умови
iснування нетривiального розв’язку однорiдної си-
стеми лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ccu
(0)
n (xi, q̄i) = u

(0)
n (xi, q̄i+1), i = 1, N − 1,

[
u
(0)
n (x, q̄i)

]′
x=xi

=

=
[
u
(0)
n (x, q̄i+1)

]′
x=xi

, i = 1, N − 1,

u
(0)
n (1, q̄N) = a

3/4∫
1/4

u
(0)
n (ξ, q̄(·))dξ,

(8)
У випадку N = 8 при виборi кусково-сталої

функцiї
_
q (x) необхiдно знайти нетривiальний

розв’язок системи (8), який iснує у випадку, ко-
ли її визначник рiвний нулю. Проте програмнi за-
соби пакету LinearAlgebra с.к.м. Maple 10.0 [3] не
можуть забезпечити обчислення нулiв розгорну-
того в полiном детермiнанта матрицi розмiрностi
15× 15 внаслiдок недостатнього об’єму оператив-
ної пам’ятi або файла пiдкачки. Враховуючи те,
що вказана матриця має 5-и дiагональну структу-
ру, проблему вдається вирiшити, використовую-
чи модифiкацiю методу LU -факторизациї, розро-
бленого для систем з розрiдженими матрицями [4].
Крiм цього, обчислення нев’язки |Δ(λn) | iз (6) у
разi комплексно спряжених власних значень вдає-
ться здiйснити лише при виборi достатньо велико-
го значення для системної змiнної (Digits := 800),
яка встановлює кiлькiсть значущих цифр манти-
си при проведеннi чисельних розрахункiв в ари-
фметицi з "плаваючою" крапкою. Слiд зазначи-
ти, що для обчислення iнтегралiв вiд власних фун-
кцiй, якi у свою чергу представляють iнтеграли зi

змiнною верхньою межею, необхiдно для спрощен-
ня пiдiнтегральних виразiв використовувати серiю
процедур simplify, expand, fnormal, evalc.

Для багатьох задач матриця A є розрiдженою,
бiльшiсть елементiв якої дорiвнюють нулю. Такi
матрицi часто утворюються при рiзницевiй апро-
ксимацiї диференцiальних рiвнянь. Елементи та-
кої матрицi, як правило, обчислюються за задани-
ми формулами. Це досить важливо, оскiльки по-
рядок таких матриць може досягати кiлькох деся-
ткiв i навiть сотень тисяч.

Вивчення багатьох задач приводить до необхi-
дностi виконання дiї з матрицею, у якiй кiлькiсть
пiд- та наддiагоналей є однаковою. Як правило, та-
кi матрицi мають так звану стрiчкову структуру.
Матрицю A називають (2p+ 1)-дiагональною (або
матрицею, яка має стрiчкову структуру), якщо
aij = 0 при |i− j| > p, де p – кiлькiсть пiдi-
агоналей (наддiагоналей). Число 2p + 1 назива-
ють шириною стрiчки. Такi матрицi утворюються,
наприклад, при знаходженнi власних значень ди-
ференцiального рiвняння iз заданими крайовими
умовами. У процесi розв’язування такої задачi не-
обхiдно обчислити визначник тридiагональної ма-
трицi. Для обчислення визначника тридiагональ-
ної матрицi розробленi спецiальнi формули (див.,
наприклад, [5]).

У процесi розв’язування задач виникають
випадки, коли необхiдно обчислити визначник
(2p+ 1)-дiагональної матрицi великої розмiрностi
(наприклад, n = 10000). У такому випадку зру-
чно використовувати метод LU-факторизацiї з де-
що змiненими формулами:

lij = aij −
j−1∑
k=1

likukj , i ∈ 1, n, j ∈ i1, i2, i � j,

uij =

(
aij −

j−1∑
k=1

likukj

)
/lii,

i ∈ 1, n, j ∈ i1, i2, i < j, (9)

i1 = max{1, i−p}, i2 = min{n, i+p}, detA =

n∏
i=1

lii.

Крiм того, для програмної реалiзацiї формул
(9), необхiдно оголошувати три масиви розмiрно-
стi n×n. Тому пропонується такий пiдхiд до обчи-
слення визначника симетричної стрiчкової матри-
цi шириною (2p+ 1).

Тому зi стрiчкових квадратних матриць
An×n, Ln×n та Un×n сформуємо прямокутнi ма-
трицiQn×(p+d+1)таRn×(p+d+1) за таким правилом:
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qi, p+j−i+1 = aij ,

ri, p+j−i+1 =

{
lij , i � j,
uij , i < j,

, (10)

i ∈ 1, n, j ∈ i1, i2.

Iншi елементи qij та rij дорiвнюють нулю. У
результатi утворена матрицi Q буде мати вигляд:

i мiстити тiльки (p+ 1) p нулiв. Такий самий ви-
гляд буде мати i матриця R.

Тодi елементи матрицi R згiдно з (10) будуть
обчислюватися за формулами:

rij = qij −
j−1∑
k=1

rikri−p+k−1,j+p−k+1,

i ∈ 1, n, j ∈ 1, p+ 1,

rij = (qij −
p∑

k = j − p
k > 0

rikri−p+k−1,j+p−k+1)/ri,p+1,

(11)
де

i− p+ k− 1 � 1, j + p− k+1 � 2p+1, i ∈ 1, n,

j ∈ p+ 2, 2p+ 1.

Крiм того, iснують випадки, коли у процесi
розв’язування задачi необхiдно обчислювати ви-
значники несиметричних стрiчкових матриць. На-
ведемо формули для обчислення визначника не-
симетричної стрiчкової матрицi, використовуючи
модифiкацiю методу LU -факторизацiї.

Нехай задана стрiчкова матриця шириною p+
d+ 1, де p – кiлькiсть пiддiагоналей, d – кiлькiсть
пiддiагоналей. Тодi формули (9) набудуть вигля-
ду:

lij = aij −
j−1∑
k=1

likukj , i ∈ 1, n, j ∈ i1, i2, i � j,

uij =

(
aij −

j−1∑
k=1

likukj

)
/lii,

i ∈ 1, n, j ∈ i1, i2, i < j, (12)

i1 = max{1, i−p}, i2 = min{n, i+d}, detA =

n∏
i=1

lii,

де p – кiлькiсть ненульових пiддiагоналей, d – кiль-
кiсть ненульових наддiагоналей матрицi A. Для
програмної реалiзацiї формул (11) знову необхiдно
оголошувати три масиви розмiрностi n× n.

Тому зi стрiчкових матриць A, L та U сформу-
ємо прямокутнi матрицi Qn×(p+d+1) та Rn×(p+d+1)

наступним чином:

qi, p+j−i+1 = aij , ri, p+j−i+1 =

{
lij , i � j,
uij , i < j,

,

i ∈ 1, n, j ∈ i1, i2.

Iншi елементи qij та rij дорiвнюють нулю.
Тодi формули (11) можна переписати у вигля-

дi:

rij = qij −
j−1∑
k=1

rikri−p+k−1,j+p−k+1,

i ∈ 1, n, j ∈ 1, p+ 1,

rij = (qij −
p∑

k=j−d
k>0

rikri−p+k−1,j+p−k+1)/ri,p+1,

i− p+ k − 1 � 1, j + p− k + 1 � d+ p+ 1,

i ∈ 1, n, j ∈ p+ 2, p+ d+ 1.

Тодi

detA =

n∏
i=1

ri,p+1.

Якщо системи комп’ютерної математики такi,
як Mathematica, Maple мають можливiсть задання
матриць у виглядi стрiчок, то класичнi мови про-
грамування (Pascal) вимагають задання всiх еле-
ментiв матриць, що своєю чергою вимагає видiле-
ння додаткового об’єму оперативної пам’ятi ЕОМ.

Програмна реалiзацiя запропонованого алго-
ритму проведена у кiлькох системах комп’ютерної
математики таких, як Mathematica 6.0, Maple 10.0,
Maxima 5.16.0. Зокрема, система Maxima – одна з
програм для виконання математичних обчислень,
символьних перетворень, а також для побудови рi-
зноманiтних графiкiв. Складнi обчислення оформ-
ляються у виглядi окремих процедур, що можуть
потiм використовуватися при розв’язуваннi iнших
задач. Система поширюється пiд лiцензiєю GPL i
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доступна користувачам як ОС Linux, так i кори-
стувачам ОС Windows.

Створенi у системi Maxima 5.16.0 програми
lusm та lunsm, за якими обчислюються визначни-
ки симетричної та несиметричної стрiчкової ма-
трицi A. Програма lusm мiстить два аргументи:
перший власне матриця, визначник якої потрiбно
обчислити; другий – кiлькiсть пiд(над)дiагоналей.
Програма lunsm мiстить три аргументи: перший
власне матриця, визначник якої потрiбно обчисли-
ти; другий – кiлькiсть пiд(над)дiагоналей, третiй
– кiлькiсть пiддiагоналей.

Для використання створених програм до
них потрiбно звернутися за допомогою вказiвки
load(name), де name – назва створеної програми
(lusm або lunsm). Надалi програми використову-
ються аналогiчно до команд системи Maxima.

Для створення власної команди потрiбно
створити файл з розширенням mac i помi-
стити його в папку C:\Program Files\Maxima-
5.13.0\share\maxima\5.16.0\share.

Запропонований пiдхiд дає змогу значно змен-
шити кiлькiсть обчислювальних затрат, включаю-
чи об’єм RAM та час CPU.

Системи комп’ютерної математики мiстять ко-
манди для обчислення визначникiв матриць. Однi-
єю з умов ефективного використання певної СКМ
для розв’язування задачi є зменшення затрат ча-

су на розв’язування поставленої задачi. Зрозумi-
ло, що СКМ мiстять функцiї для обчислення ви-
значникiв. Проте при великих розмiрностях ма-
триць (навiть числових) кiлькiсть часу на обчисле-
ння визначникiв значно зростає. Ще гiрша ситуа-
цiя, коли елементами матрицi є функцiї (символь-
нi величини). Наприклад, за командою Det[A] у
системi Mathematica обчислюється визначник ква-
дратної матрицi А, у системi Maple визначник мо-
жна обчислити за командами det(a) (пакет linalg)
або Determinant(A) (пакет LinearAlgebra), у систе-
мi Maxima – за командою determinant(A) (послуга
Визначник пункту меню Алгебра).

Цiкавим є дослiдження, яке проводить
С. Стейнхаус (Stephan Steinhaus) [6] стосовно хара-
ктеристик СКМ. Згiдно з його дослiдженням, для
обчислення детермiнанта матрицi (елементи якої є
псевдовипадковi числа) розмiрностi 1500×1500 по-
трiбно приблизно вiд 20 (система O-Matrix 6.3) до
505 секунд (система GAUSS 8.0). Серед найбiльш
поширених СКМ (Maple, Mathematica, Matlab)
найкращий результат у системи Mathematica 6.0
(24,3 сек.). Дослiдження проводилися на комп’ю-
терi з процесором Intel Quad Core Q6000 з та-
ктовою частотою 2,4 GHz i розмiром оперативної
пам’ятi 2 GB пiд управлiнням операцiйної системи
Windows Vista Home.
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