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Розглядається обернена задача теорiї потенцiалу знаходження оптимальної геометрiї граничних поверхонь
та оптимального розподiлу граничних потенцiалiв в осесиметричному випадку. Методика розв’язання оберненої
задачi зводиться до мiнiмiзацiї деякого функцiоналу та розв’язуваннi системи iнтегральних рiвнянь Фредгольма
першого роду з логарифмiчною особливiстю.

Постановка проблеми

Крайовi задачi математичної фiзики подiляю-
ться на прямi та оберненi.

У прямих задачах потрiбно знайти характери-
стики поля при вiдомих геометрiї граничних по-
верхонь та крайових умовах. В обернених – кра-
йовi умови та геометрiю граничних поверхонь, якi
реалiзують заданi характеристики поля.

Розв’язання прямої задачi теорiї потенцiалу
при розрахунку електростатичних полiв, якi ство-
рюють електронно-оптичнi системи, зводиться до
розв’язання внутрiшньої та зовнiшньої задачi Дi-
рiхле для рiвняння Лапласа.

Задача знаходження оптимального розподiлу
граничних потенцiалiв та оптимальної геометрiї
граничних поверхонь є актуальною при проекту-
ваннi електронно-оптичних систем, якi реалiзу-
ють заданi параметри електронно-оптичних си-
стем. Така задача зводиться до розв’язання де-
яких обернених задач математичної фiзики.

Оберненi задачi математичної фiзики часто в
класичному змiстi поставленi некоректно, тобто,
малим змiнам у функцiоналах можуть вiдповiдати
великi змiни у розв’язку задачi [5]. Тому розробка
ефективних алгоритмiв рiшення обернених задач
математичної фiзики є достатньо актуальною про-
блемою.

Аналiз попереднiх публiкацiй

Ефективним методом розв’язання прямої за-
дачi є метод iнтегральних рiвнянь, що застосову-
вався для розв’язання задачi Дiрiхле для рiвнян-
ня Лапласа в роботах [1, 4]. За допомогою данно-
го методу розв’язання зовнiшньої та внутрiшньої
задач Дiрiхле для рiвняння Лапласа зводиться
до розв’язання iнтегральних рiвнянь Фредгольма
першого роду зi слабкою особливiстю в ядрi. Ефе-
ктивнiсть методу iнтегральних рiвнянь полягає в
тому, що розмiрнiсть задачi зменшується на оди-
ницю.

Задача знаходження оптимальних конструкцiй
електронно-оптичних систем, яка зводиться до
розв’язання обернених задач теорiї потенцiалу,
розглядалась в роботах [3, 6, 7].

У роботах [3, 6] при знаходженнi оптимальних
конструкцiй електронно-оптичних систем розв’я-
зувалися iнтегральнi рiвняння у варiацiях i здiй-
снювалась мiнiмiзацiя деякого фунцiоналу.

У роботi [7] розглянута обернена задача рекон-
струкцiї границi обмеженого включення у частко-
во необмежену канонiчну область задачi Дiрiхле
для рiвняння Лапласа. Для розв’язку такої зада-
чi застосовувався гiбридний метод, який полягає
в наступному: методом Ньютона здiйснюється лi-
неаризацiя вiдповiдного нелiнiйного операторного
рiвняння, до якого зводиться розв’язок оберненої
задачi, використовується технiка функцiй Грiна
для того, щоб розв’язок задачi звести до розв’язку
деякого iнтегрального рiвняння першого роду.

Мета роботи: розробка чисельних алгоритмiв
для знаходження оптимального розподiлу грани-
чних потенцiалiв та знаходження оптимальної гео-
метрiї граничних поверхонь в осесиметричному
випадку при заданому розподiлу потенцiалу на осi
симетрiї, якi полягають у знаходженнi мiнiмумiв
деяких функцiоналiв та розв’язуваннi iнтеграль-
них рiвнянь Фредгольма першого роду.

Виклад основних результатiв
На вiдрiзку [a, b] осi OZ цилiндричної системи

координат (r, z, ϕ) задана деяка достатньо глад-
ка функцiя U0 (z) . Необхiдно знайти розподiл
потенцiалiв

{
V

(i)
0

}m
i=1

на осi симетрiї розiмкнутих

поверхонь
{
S =

m⋃
i=1

Si

}
, якi створюють осесиме-

тричне електростатичне поле U (r, z)при умовi, що
U (0, z) = U0 (z) , z ∈ [a, b]. ФункцiяU (r, z) є
розв’язком такої задачi Дiрiхле для рiвняння Ла-
пласа:

∂2U

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
+
∂2u

∂z2
= 0 (1)

U (r, z) = V
(i)
0 , (r, z) ∈ Si (2)

lim
(r,z)→∞

U (r, z) = 0 (3)

Невiдомi потенцiали V (i)
0 потрiбно визначати з

умови U (0, z) = U0 (z).
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Розв’язок задачi (1)–(3) представимо в такому
виглядi:

U (r, z) =

m∑
i=1

V0

(i)

ϕi (z) (4)

де ϕi (r, z) є розв’язки таких характеристичних
крайових задач:

Δϕi (r, z) = 0, (5)

де ϕi (r, z) =

{
0, якщо (r, z) /∈ Si
1, якщо (r, z) ∈ Si

i

lim
(r,z)→∞

ϕi (r, z) = 0

Розв’язки задачi (5) не залежать вiд заданих
на поверхнях потенцiалiв.

Невiдомi потенцiали V (i)
0 є розв’язком такої за-

дачi:

F
(
V

(1)
0 , V

(2)
0 ..., V

(m)
0

)
= (6)

= min ||U0 (z)−
m∑
i=1

V
(i)
0 ϕi (z) ||2,

де ||g (z) ||2 = 1
b−a

b∫
a

|g (z) |2dz.
Суттєвим при знаходженнi мiнiмуму функцiо-

нала (6) є дослiдження лiнiйної незалежностi фун-
кцiй {ϕi (z)}mi=1.

Проблема лiнiйної незалежностi пов’язана з до-
слiдженням єдиностi розв’язку даної задачi.

Теорема. Якщо U0 (z) = 0, на, [a, b], то за-
дача має тривiальний розв’язок, тобто
V

(i)
0 = 0, i = 1,m.
Доведення. Нехай iснує деяка функцiя W (r, z)

яка є розв’язком задачi (1) – (3)
Константи V (i)

0 не дорiвнюють нулю i виконує-
ться умова W (0, z) = U0 (z) = 0, z ∈ [a, b].

Покажемо, що W (r, z) ≡ 0 в R3.
Нехай z0 – середина вiдрiзка [a, b]. Опишемо

сферу
∑

ε (z0) з центром у точцi z0 радiуса ε.
Числоε вибираємо так, щоб сфера

∑
ε (z0) не до-

тикалась до граничних поверхонь Si i точки z = a
i z = b знаходилися поза сферою. Функцiя W (r, z)
є гармонiчною в

∑
ε (z0). Позначимо С коло, утво-

рене перетином площини ϕ = 0i
∑

ε (z0). Оскiльки
W (0, z0 + ε) =W (0, z0 − ε) = 0, то з принципу ма-
ксимуму, випливає, що iснує точка W (r, z), така,
що W (r, z) = 0.

У протилежному випадку W (r, z) � 0,
W (r, z) � 0. Припустимо, що, якщо
(r, z) ∈ ∑ ε (z0). На основi теореми про середнє
для гармонiчних функцiй маємо

W (0, z) = 1
2π

∫ ∫
∑
ε(z0)

W (r, z)ds = 0.

З цiєї формули отримаємо, що W (r, z) = 0
на
∑

ε (z0). З теореми єдиностi випливає, що
W (r, z) ≡ 0 в кулi Kε (r, z). Аналогiчно отриму-
ємо такий самий результат у випадку, коли
W (r, z) � 0, (r, z) ∈∑ ε(z0).

Нехай на частинi кола Cε, обмеженої точками
(0, z0 − ε) i (r, z) ∈ ∑ ε (z0) функцiя W (r, z) � 0.
Розглянемо сферу

∑
ε1 (z0), де ε1 < ε. Оскiль-

ки функцiя W (r, z) неперервна, то на основi на-
ведених вище мiркувань, дiстаємо, що iснує
точка (r, z) ∈ C, де W (r, z) = 0. Вибере-
мо ε2 > ε1, ..., εn > εn−1, так, що lim

n→∞εn = 0.
Ми одержали, що на площинi ϕ = 0 iснує деяка
крива Γ з кiнцями (r, z) ∈ C i (0, z0), на якiй
W (r, z) ≡ 0. Також в областi G, яка утворена обер-
танням навколо осi Z кривої Γ i кола Сε,функцiя
W (r, z) ≡ 0. Оскiльки W (r, z) � 0 на

∑
Γ (z1), то

W (r, z) ≡ 0на
∑

Γ (z1). З теореми єдиностi дiстає-
мо,що W (r, z) ≡ 0, якщо (r, z) ∈ KΓ (z1).

Отже, ми показали, що iснує деяка куля K, в
якiй функцiя W (r, z) ≡ 0.

Розглянемо тепер довiльну область B ∈ R3,
яка мiстить дану кулю K i гранична поверхня
S знаходиться поза B. Оскiльки за умовою фун-
кцiя W (r, z) є гармонiчною у B, то дiстанемо, що
W (r, z) ≡ 0, якщо(r, z) ∈ B.

Оскiльки область B вибрана довiльно, то отри-
муємо W (r, z) ≡ 0 для довiльної точки (r, z) по-
за S, то W (r, z) ≡ 0,(r, z) ∈ B, тобто V (i)

0 = 0,
i = 1,m.

Теорема доведена.
Чисельне розв’язування даної задачi зводиться

до розв’язування двох таких задач:
Системи одномiрних iнтегральних рiвнянь

Фредгольма першого роду

m∑
i=1

∫
Li

μ(i) (r, z)Ej(i) (r, z, r, z)dli = δij , (7)

де μ(i) (r, z) – шуканi функцiї,

Ej(i) (r, z, r, z) =
Kj(i) (k) r(i)((

r(i) + r(j)
)2

+
(
z(i) − z(j)

)2) 1
2

,

Kj(i) (k) – повнi елiптичнi iнтеграли першого
роду; i = 1,m ,j = 1,m.

δij =

{
0, якщо i �= j
1, якщо i = j.

Мiнiмiзацiї функцiоналу:

F
(
V

(1)
0 , V

(2)
0 , ..., V

(m)
0

)
=

∥∥∥∥∥U0 (z)−
m∑
i=1

V
(i)
0 ϕi (z)

∥∥∥∥∥
2

,

(8)
де
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Ui (0, z) =

∫
Li

μ(i) (r.z)E(i) (r, z, 0, z) dl,

ϕi (z) = Ui (0, z) .

Невiдомi функцiї μ(i) (r, z) мають сингулярну
особливiсть на краях розiмкнутих поверхонь, а
ядро – логарифмiчну особливiсть при сумiщен-
нi точки спостереження з точкою iнтегрування.
Якщо поверхнi замкнутi, то отримнi iнтегральнi
рiвняння Фредгольма мають тiльки логарифмiчну
особливiсть.

Для розв’язування системи iнтегральних рiв-
нянь застосовувався метод колокацiї, а невiдомi
функцiї μ(i) (r, z) представлялися за допомогою
кубiчних сплайнiв [2].

Нехай кривi Li заданi параметрично

ri = ri (t) , zi = zi (t) , ai � t � bi.

На вiдрiзках [ai, bi] виберемо вузловi токи
ai = t0 < t1 < ... < tn = bi. Невiдомi функцiї
μ
(i)
k (t) = μ

(i)
k (ri (t) , zi (t)) на кожному iнтервалi

[tk, tk+1] представимо в такому вилядi:

μ
(i)
k (τ) = (1− τ)

2
(1 + 2τ)μ

(i)
k + (3− 2τ) τ2μ

(i)
k+1+

+(1− τ )
2
hkμ

′(i)
k + τ2 (τ − 1)hk+1μ

′(i)
k+1

hk = tk+1 − tk, τ =
t− tk
hk

.

Невiдомi функцiї на Li представимо так:

μ(i) (τ) =
n−1∑
k=0

μ
(i)
k (τ) θk (τ),

де θk(τ) – функцiї, якi враховують особливiсть на
краю поверхонь Si [4] i мають такий вигляд:

θ1 (τ) = (τ − a)
−n1 , θn (τ) = (b− τ )

−n2 , θk (τ) = 1,

k = 2, n− 1, 0 � n1 � 1, 0 � n2 � 1.

У результатi застосування для розв’язку систе-
ми iнтегральних рiвнянь Фредгольма першого ро-
ду (7) методу колокацiї отримуємо систему лiнiй-
них алгебраїчних рiвнянь, коефiцiєнти якої мають
особливостi завдяки особливостям на краю розi-
мкнутих поверхонь та в ядрах iнтегральних рiв-
нянь. Особливостi на краю розiмкнутих поверхонь
видiляються замiною змiнних [4]. Логарифмiчна
особливiсть в ядрi видiляється за методикою осла-
блення особливостейКанторовича, тобто вiд пiдiн-
тегральної функцiї вiднiмається та додається фун-
кцiя, яка поводить себе в особливiй точцi як пi-
дiнтегральна функцiя, а iнтеграл вiд неї знаходи-
ться аналiтично. Для наближеного обчислення ко-
ефiцiєнтiв матрицi системи лiнiйних алгебраїчних

рiвнянь використовувалася квадратурна формула
Гауса. При чисельнiй реалiзацiї методу колокацiї
для наближеного обчислення iнтегралiв з логари-
фмiчною особливiстю використовувалася квадра-
турна формула з ваговою функцiєю ln 1/x.

Невiдомi V (i)
0 знаходилися з необхiдної умови

мiнiмуму функцiонала (8), тобто такої системи лi-
нiйних алгебраїчних рiвнянь:

∂F
(
V

(1)
0 ,V

(2)
0 ,...,V

(m)
0

)

∂V
(i)
0

= 0, i = 1,m.

Чисельна реалiзацiя запропонованої методики
здiйснювалась у прикладнiй системi MatLab. Вiд-
носна похибка розрахунку тестових прикладiв не
перевищувала 0,05% .

Тепер розглянемо обернену задачу теорiї по-
тенцiалу, яка полягає в знаходженнi невiдомої гео-
метрiї областi, якщо вiдомий осьовий розподiл по-
тенцiалу поля Φ(z) на промiжку [a,b]. Наближений
розв’язок такої задачi базується на методi iнте-
гральних рiвнянь та теорiї малих збурень, а саме:
малi збурення δrрегулярної областi L породжують
збурення потенцiалу δu = −(∇U, δr), де ∇U – ве-
личина градiєнта поля на незбуренiй границi.

Застосовуючи теорiю малих збурень [5], невiдо-
ме параметричне представлення геометрiї областi
будемо шукати в такому виглядi:

rk(α) = rk−1(α) + δr(α),

zk(α) = zk−1(α) + δz(α),
(9)

де r0(α), z0(α) – вибираються на основi апрiорної
iнформацiї про невiдому достатньо гладку замкну-
ту область, а варiацiї δr(α), δz(α) подамо так:

δr(α) =

n∑
i=1

aiϕi(α), δz(α) =

m∑
i=1

biψi(α), (10)

ϕi(α), ψi(α) – базиснi функцiї.
Невiдому густину будемо представляти анало-

гiчно, а саме:

μk (α) = μk−1 (α) + δμ (α) , (11)

де

δμ (α) =

l∑
i=1

ciτi (α).

Алгоритм знаходження невiдомої геометрiї
областi зводиться до такої iтерацiйної чисельної
схеми:

1. При заданому rk−1(α) i zk−1(α) розв’язуємо
iнтегральне рiвняння Фредгольма першого роду, а
саме рiвняння виду:∫

L

μk−1(r, z)E(r, z, r, z)dl = U0, (12)
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де μk−1 (r, z) – шукана густина на k − 1 кроцi iте-
рацiї;

E (r, z, r, z) =
K (k) r(

(r + r)
2
+ (z − z)

2
) 1

2

.

Для чисельного розв’язування iнтегрального
рiвняння (12) застосовуємо метод колокацiї, а невi-
дому густину подаємо у виглядi кубiчних сплайн-
функцiй. Логарифмiчна особливiсть в ядрi видi-
ляться методом ослаблення особливостей Канто-
ровича.

2. Визначення невiдомих коефiцiєнтiв ai, bi, ci
зводиться до мiнiмiзацiї такого функцiоналу:

F (a1‘, a2, . . . , bn‘, c1, ..., cl) = (13)

= ‖Ф (z)− u (0, z)− δu (z)‖2L2[a,b]
,

де

δU (z) =

=

∫
L(α)

(δμ (α)Gk−1 (α, z) + μk−1 (α)Vk−1 (α, z)) dα,

Gk−1 (α, z) = 2π
rk−1(α)

Rk−1(α, z)
,

Vk−1(α, z) = 2π

(
η(α)rk−1(α)

Rk−1(α, z)
+

+
ξ(α)rk−1(α)

R3
k−1(α, z)

Fk−1(α)

)
,

ξ (α) = δr (α) (z − zk−1 (α))
2
+

+δz (α) rk−1 (α) (z − zk−1 (α)) ,

Rk−1 (α) =

√
(zk−1 (α)− z)

2
+ rk−1 (α).

Вигляд функцiї η(α) залежить вiд вибору кла-
су малих збурень. Якщо розмiри поверхнi не змi-
нюються, то η(α) = 0.

Використовуючи необхiдну умову iснування
екстремума функцiонала (13), отримуємо некоре-
ктну систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь, яка
розв’язується методом Тихонова з вибором пара-
метра регуляризацiї за принципом нев’язки.

3. Iтерацiйний процес закiнчується у разi вико-
нання такої умови:

‖rk (α) − rk−1 (α)‖ < ε,

‖zk (α) − zk−1 (α)‖ < ε.

Чисельна реалiзацiя запропонованої методики
здiйснювалася у прикладнiй системi MatLab. Вiд-
носна похибка розрахунку тестових прикладiв не
перевищувала 0,1%.

Висновки
На основi проведених дослiджень можна зро-

бити такi висновки:
Чисельнi розрахунки показали, що досягнута

точнiсть достатня для розв’язування практичних
задач.

Iтерацiйний алгоритм знаходження оптималь-
ної геометрiї граничних поверхонь для модельних
прикладiв збiгається достатньо швидко.

Запропонований алгоритм розв’язування iнте-
гральних рiвнянь першого роду дає змогу дося-
гнути високу точнiсть при розв’язаннi модельних
задач.

Для розв’язування iнтегральних рiвнянь за-
пропонована єдина методика, а саме:
• невiдома густина апроксимується за допомо-
гою кубiчних сплайн-функцiй;

• логарифмiчна особливiсть в ядрi видiляється
методом ослаблення особливостей Канторови-
ча;

• для чисельного обчислення iнтегралiв викори-
стовується квадратурна формула Гауса.
Перспективою дослiджень є знаходження

оптимального розподiлу граничних потенцiалiв та
оптимальної геометрiї граничних поверхонь для
суттєво просторових задач.
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