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Отримано факторизацiю класу функцiй f �≡ 0, голоморфних у правiй пiвплощинi C+ = {z : Rez > 0}, для
яких

(∃c1 > 0) (∀z ∈ C+) : |f(z)| � c1 exp (σ|z|η(|z|)) ,
де 0 � σ < +∞ – задане число, η : [0; +∞) → [0; +∞) – функцiя обмеженої варiацiї на [0; +∞) така, що функцiя
tη(t) є неспадною при t � t0.

У теорiї голоморфних i обмежених у пiвплощи-
нi функцiй важливу роль вiдiграє таке тверджен-
ня [1–2].

Теорема А. Нехай послiдовнiсть компле-
ксних чисел (λn) iз C+ = {z : Rez > 0}, не-
зростаюча на (−∞; +∞) функцiя h, похiдна якої
майже скрiзь (м.с.) дорiвнює нулевi, i функцiя
f0 : ∂C+ → C задовольняють умови∑

|λn|�1

Reλn+
∑

|λn|>1

Reλn
|λn|2 < +∞, (1)

f0 ∈ L∞(∂C+),

+∞∫
−∞

|ln |f0(it)||
1 + t2

dt < +∞, (2)

+∞∫
−∞

|dh(t)|
1 + t2

dt < +∞. (3)

Тодi функцiя

f(z) = eia0+a1z
∏

|λn|�1

z − λn

z + λn
·
∏

|λn|>1

1− z/λn

1 + z/λn
×

× exp

⎧⎨⎩ 1

πi

+∞∫
−∞

(tz + i)

(1 + t2)(t+ iz)
(ln |f0(it)|dt+ dh(t))

⎫⎬⎭ ,
(4)

де a0, a1 – дiйснi сталi, є голоморфною i обме-
женою в C+, причому модулi кутових грани-
чних значень функцiї f м.c. на ∂C+ збiгаються з
|f0(it)|, послiдовнiсть нулiв функцiї f збiгається
з (λn) i сингулярна гранична функцiя функцiї f
збiгається з h. Навпаки, якщо функцiя f �≡ 0 є го-
ломорфною i обмеженою в C+, то вона подається
у виглядi (4), де λn – нулi функцiї f , f0(it) – куто-
вi граничнi значення функцiї f на ∂C+, h – сингу-
лярна гранична функцiя функцiї f , i виконуються
умови (1)–(3), причому a1 = limx→+∞

ln|f(x)|
x � 0,

a0 ∈ R.
Сингулярна гранична функцiя голоморфної i

обмеженої в кожному пiвкрузi QR = {z : |z| <
R,Rez > 0}, 0 < R < +∞, функцiї f �≡ 0 – це

незростаюча на (−∞; +∞) функцiя h, яка визна-
чається з точнiстю до адитивної сталої i значень у
точках неперервностi рiвнiстю

h(t2)−h(t1) = lim
x→+0

t2∫
t1

ln |f(x+ iy)| dy−
t2∫
t1

ln |f(iy)| dy,

t1 < t2.

Iз теореми А випливає таке твердження.
Теорема В. Для того, щоб iснувала голомор-

фна i обмежена в C+ функцiя f �≡ 0, послiдов-
нiсть нулiв, сингулярна гранична функцiя i мо-
дулi кутових граничних значень якої збiгаються
вiдповiдно з (λn), h i |f0(it)|, необхiдно i доста-
тньо, щоб функцiя h була незростаючою, причо-
му h′(t) = 0 м.c., i виконувалися умови (1)–(3).

Б.В. Винницький i В.Л. Шаран узагальнили цi
твердження [3], розглянувши клас голоморфних в
C+ функцiй f �≡ 0, якi задовольняють умову

(∃c1 > 0) (∀z ∈ C+) : |f(z)| � c1 exp (σ|z|) , (5)

де 0 � σ < +∞ – задане число.
Теорема A′. Нехай послiдовнiсть ком-

плексних чисел (λn) iз C+, незростаюча на
(−∞; +∞) функцiя h, похiдна якої дорiвнює нуле-
вi м. c., i функцiя f0 : ∂C+ → C задовольняють
умови ∑

|λn|�1

Reλn < +∞, (6)

ln |f0(it)| ∈ L1(−1; 1), f0(it)e
−σ|t| ∈ L∞(R), (7)

lim
r→+∞K0(r) < +∞, (8)

де

K0(r) =
∑

1<|λn|�r

(
1

|λn| −
|λn|
r2

)
Reλn
|λn| +

+
1

2π

∫
1<|t|�r

(
1

t2
− 1

r2

)
(|dh(t)| − ln |f0(it)| dt) .

Тодi функцiя

f(z) = eia0+a1z
∏

|λn|�1

z − λn

z + λn
·
∏

|λn|>1

Wn(z)×
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× exp

⎧⎨⎩ 1

πi

+∞∫
−∞

Q(t; z) (ln |f0(it)| dt+ dh(t))

⎫⎬⎭ , (9)

де a0, a1 – дiйснi сталi,

Wn(z) =
1− z/λn

1 + z/λn
exp

(
z

λn
+

z

λn

)
,

Q(t; z) =
(tz + i)2

(t2 + 1)2(t+ iz)
,

є голоморфною в C+ i задовольняє умову

(∃c1 > 0) (∀z ∈ C+) : |f(z)| � c1 exp (σ|z|+ c1x) ,

x = Rez, (10)

причому модулi кутових граничних значень фун-
кцiї f м.c. на ∂C+ збiгаються з |f0(it)|, послiдов-
нiсть нулiв функцiї f спiвпадає з (λn) i сингу-
лярна гранична функцiя функцiї f збiгається з h.
Навпаки, якщо голоморфна в C+ функцiя f �≡ 0
задовольняє умову (10), то вона подається у ви-
глядi (9), де (λn) – послiдовнiсть нулiв функцiї
f , f0(it) – кутовi граничнi значення функцiї f на
∂C+ , h – сингулярна гранична функцiя функцiї f ,
i виконуються умови (6)–(8).

Теорема B′. Для того, щоб iснувала голомор-
фна в C+ функцiя f �≡ 0, яка задовольняє умо-
ву (5), послiдовнiсть нулiв, сингулярна гранична
функцiя i модулi кутових граничних значень якої
збiгаються вiдповiдно з (λn), h, |f0(it)|, необхiдно
i достатньо, щоб функцiя h була незростаючою,
причому h′(t) = 0 м.c., i виконувалися умови (6)–
(8).

Якщо σ = 0, то клас голоморфних в C+ фун-
кцiй f �≡ 0, якi задовольняють умову (5), збiга-
ється з класом голоморфних i обмежених в C+

функцiй, а умови (6)–(8) рiвносильнi умовам (1)–
(3). У цьому випадку iз теорем A′ i B′ отримуємо
теореми A i В.

Нехай 0 � σ < +∞ – задане число, η :
[0; +∞) → [0; +∞) – функцiя обмеженої варiацiї
на [0; +∞) така, що функцiя tη(t) є неспадною при
t � t0. Позначимо через Bη(σ) клас голоморфних
в C+ функцiй f �≡ 0, якi задовольняють умову

(∃c2 > 0) (∀z ∈ C+) : |f(z)| � c2 exp(σ|z|η(|z|)).
(11)

Клас Bη(σ) (без додаткової умови на функцiю η)
розглядався у роботахЖ.-П. Кахана, Б.В. Винни-
цького та В.Л. Шарана [4–7]. Зокрема, в [6] отри-
мано повний опис послiдовностей нулiв, а в [7] –
сингулярних граничних функцiй класу Bη(σ).

Ми доведемо тут наступне твердження, яке дає
опис повних мiр (за термiнологiєю А.П. Гришина
[8]) функцiй класу Bη(σ).

Теорема 1. Для того, щоб iснувала функцiя
f ∈ Bη(σ), послiдовнiсть нулiв, сингулярна гра-
нична функцiя i модулi кутових граничних зна-
чень якої збiгаються вiдповiдно з (λn), h, |f0(it)|,

необхiдно i достатньо, щоб функцiя h була незро-
стаючою, причому h′(t) = 0 м.c., i∑

|λn|�1

Reλn < +∞, (12)

ln |f0(it)| ∈ L1(−1; 1), f0(it)e
−σ|t|η(|t|) ∈ L∞(R),

(13)
lim

r→+∞K0(r) < +∞. (14)

Справедливiсть теореми 1 випливає iз такого
твердження.

Теорема 2. Нехай послiдовнiсть комплексних
чисел (λn), λn ∈ C+, незростаюча на (−∞; +∞)
функцiя h, похiдна якої дорiвнює нулевi м.c., i
функцiя f0 : ∂C+ → C задовольняють умови (12)–
(14). Тодi визначена рiвнiстю (9) функцiя f є го-
ломорфною в C+ i задовольняє умову

(∃c2 > 0) (∀z ∈ C+) : |f(z)| � c2 exp(σ|z|η(|z|)+c2x),
x = Rez, (15)

причому модулi кутових граничних значень фун-
кцiї f м.c. на ∂C+ збiгаються з |f0(it)|, послiдов-
нiсть нулiв функцiї f збiгається з (λn) i сингу-
лярна гранична функцiя функцiї f збiгається з h.
Навпаки, якщо голоморфна в C+ функцiя f �≡ 0
задовольняє умову (15), то вона подається у ви-
глядi (9), де (λn) – послiдовнiсть нулiв функцiї
f , f0(it) – кутовi граничнi значення функцiї f на
∂C+, h – сингулярна гранична функцiя функцiї f ,
i виконуються умови (12)–(14).

Якщо η ≡ 1, то Bη(σ) збiгається з класом голо-
морфних в C+ функцiй f �≡ 0, якi задовольняють
умову (5), а iз теорем 1 i 2 отримуємо теореми B′

i А′.
Якщо σ = 0, то Bη(σ) збiгається з класом го-

ломорфних i обмежених у C+ функцiй f �≡ 0, а iз
теорем 1 i 2 отримуємо теореми B i А.

Для доведення теореми 2 нам буде потрiбна та-
ка лема.

Лема 1 [1, c. 26]. Якщо функцiя f �≡ 0 є голо-
морфною в C+ i обмеженою в кожному пiвкрузi
QR, то для всiх r ∈ [1; +∞) виконується∑

|λn|�r
Reλn < +∞, (16)

K0(r) =
1

πr

π/2∫
−π/2

ln
∣∣f(reiϕ)∣∣ cosϕdϕ+c3+ c4

r2
, (17)

де c3, c4 – дiйснi сталi, якi не залежать вiд r.
Доведення теореми 2. Нехай виконуються умо-

ви (12)–(14). Iз (13) випливає, що

(∃c5 > 0) : |f0(it)| � c5 exp(σ|t|η(|t|)),
для м. в. t ∈ R. (18)

Не зменшуючи загальностi, будемо вважати,
що c5 = 1 i ±1 є точками неперервностi функцiї
h. Оскiльки функцiя η є обмеженою на [0; +∞), то
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використавши рiвнiсть ln |f | = ln+ |f | − ln+ |1/f | i
(18), iз (14) отримуємо для деякого σ1, 0 < σ1 <
+∞, ∑

1<|λn|�r

(
1

|λn| −
|λn|
r2

)
Reλn
|λn| +

1

2π
×

×
∫

1<|t|�r

(
1

t2
− 1

r2

)(
ln+

1

|f0(it)|dt+ |dh(t)|
)
dt �

� 1

2π

∫
1<|t|�r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln+ |f0(it)| dt+ c6 �

� σ

π

r∫
1

η(t)

t
dt+ c7 � σ1

π
ln r + c7.

Звiдси∑
1<|λn|�r

(
1

|λn| −
|λn|
r2

)
Reλn
|λn| � σ1

π
ln r + c8, (19)

∫
1<|t|�r

ln+ 1
|f0(it)| dt

t2
�

� 4

3

∫
1<|t|�2r

(
1

t2
− 1

(2r)2

)
ln+ 1

|f0(it)| dt �

� 8σ1
3

ln r + c9, (20)∫
1<|t|�r

|dh(t)|
t2

�

� 4

3

∫
1<|t|�2r

(
1

t2
− 1

(2r)2

)
|dh(t)| � 8σ1

3
ln r + c10.

(21)
Iз (12) i (19) випливає [9], що добутки, якi вхо-

дять в (9) збiгаються абсолютно i рiвномiрно на
кожному компактi iз C+. Далi iз (20) i (21) випли-
ває [3, c. 44], що iнтеграли, якi входять в (9), збi-
гаються абсолютно i рiвномiрно на кожному ком-
пактi iз C+. Отже, функцiя f , визначена рiвнiстю
(9), є голоморфною в C+ i тому нам залишилося
довести справедливiсть оцiнки (15). Нехай

K(r) =
∑

1<|λn|�r

(
1

|λn| −
|λn|
r2

)
Reλn
|λn| +

1

2π
×

∫
1<|t|�r

(
1

t2
− 1

r2

)
((σ|t|η(|t|) − ln |f0(it)|) dt+|dh(t)|).

Iз (14) i (18) випливає, що для деякої сталої c0,
0 < c0 < +∞,

K(r) � σ

π
ψ(r) + c0, r � 1, (22)

де

ψ(r) =

r∫
1

η(t)

t
dt.

Крiм цього,

K(r) =
1

2π

r∫
1

(
1

t2
− 1

r2

)
dh1(t), (23)

де
h1(t) := 2π

∑
1<|λn|�t

Reλn+

+

∫
1<|u|�t

((σ|u|η(|u|)− ln |f0(iu)|)du + |dh(u)|) .

Iз (23) випливає, що

h1(t)

t2
� 8π

3
K(2t) � c11ψ(t) + c11, t � 1. (24)

Крiм цього,

K(r) =
1

2π

(
1− 1

r2

)
h1(1) +

1

π

r∫
1

h1(t)

t3
dt.

Тому функцiя K є неперервною на (1;+∞) i
lim
r→1+

K(r) = 0. На промiжку [r0; +∞) функцiя K

зростає, де r0 = max {r : K(r) = 0}. Нехай

f1(z) =
f(z)

f2(z) · exp(ia0 + a1z)
, (25)

де

f2(z) = exp

⎧⎨⎩− 1

π

+∞∫
−∞

Q(t; z)σ|t|η(|t|)dt
⎫⎬⎭ .

Тодi

f1(z) =
∏

|λn|�1

z − λn

z + λn
·
∏

|λn|>1

1− z/λn

1 + z/λn
×

× exp

(
z

λn
+

z

λn

)
×

exp

⎧⎨⎩− 1

π

+∞∫
−∞

Q(t; z) ((ln |f0(it)| − σ|t|η(|t|)) dt+ dh(t))

⎫⎬⎭ .
Оскiльки

Q(t; z) = − iz
t2

− 1

t+ iz
+
t
(
t2 + 2
)

(t2 + 1)2
+
iz
(
2t2 + 1

)
t2 (t2 + 1)2

,

(26)
i при z ∈ C+, t �= 0,

1

t2
− 1

|t+ iz|2 � 1

t2
− 1

(|t|+ |z|)2 =
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=
2|z|
(
|t|+ |z|

2

)
t2 (|t|+ |z|)2 � 2|z|

|t|3 , (27)

то, враховуючи, що функцiя η є обмеженою на
[0; +∞), а функцiя tη(t) є неспадною на [t0; +∞),
отримуємо при z = x+ iy = reiϕ ∈ C+, r � r0,

ln |f2(z)| = σ

π
x

+∞∫
−∞

(
1

|t+ iz|2 − 1

t2

)
|t|η(|t|) dt+

+
σ

π
x

+∞∫
−∞

(2t2 + 1)η(|t|)
|t|(t2 + 1)

dt =

=
σ

π
x

∫
|t|�r

|t|η(|t|)
|t+ iz|2dt−

σ

π
x

∫
1�|t|�r

η(|t|)
|t| dt+

+
σ

π
x

∫
|t|�r

(
1

|t+ iz|2 − 1

t2

)
|t|η(|t|)dt+

−σ
π
x

∫
|t|�1

|t|3η(|t|)
(t2 + 1)2

dt+

+
σ

π
x

∫
|t|�1

(2t2 + 1)η(|t|)
|t|(t2 + 1)2

dt � −2σ

π
xψ(r)+

+
σ

π
x

∫
|t|�r

|t|η(|t|)
(t− y)2 + x2

dt+ c12x �

� σrη(r) − 2σ

π
xψ(r) + c12x. (28)

Якщо K(r) = O(1) при r ∈ [1; +∞), то∑
|λn|�1

Reλn +
∑

|λn|>1

Reλn
|λn|2 < +∞,

+∞∫
−∞

(σ|t|η(|t|) − ln |f0(it)|)dt+ |dh(t)|
1 + t2

< +∞.

Звiдси випливає, що

|f1(z)| � c13 exp (c13x) ,

бо [9, c. 487] добуток
∏

|λn|>1Wn(z) тiльки мно-
жником exp (cz) вiдрiзняється вiд добутку Бляшке
для C+, а

(tz + i)
2

(t2 + 1)2 (t+ iz)
= ib0 + b1z +

tz + i

(t2 + 1) (t+ iz)
,

b0, b1 ∈ R,

i в цьому випадку оцiнка (15) очевидна, тому що
iз (22) випливає, що

(∃c14 > 0) (∀r ∈ [0; +∞)) :
σ

π
ψ(r) � −c14.

Тому вважаємо, що K(r) → +∞ при r → +∞.
Тодi завдяки монотонностi функцiї K, ψ(r) → +∞
при r → +∞ i 0 < σ < +∞. Нехай ψ1(t) =
min
x�t

ψ(x), K−1 – функцiя, обернена до звуження

K на [r0; +∞), i K1(r) = K−1((σ/π)ψ1(2r) + c0).
Оскiльки функцiя ψ є неперервною на [0; +∞), то
функцiя ψ1 є неспадною i неперервною на [0; +∞),
ψ1(r) � ψ(r) i ψ1(r) → +∞ при r → +∞. Крiм цьо-
го, iснує найменший невiд’ємний роз’язок ψ−1

1 (t)
рiвняння ψ1(x) = t. При цьому, ψ1(ψ

−1
1 (t)) = t,

ψ−1
1 (ψ1(t)) � t, ψ−1

1 – зростаюча функцiя на
[t0; +∞) i ψ−1

1 (t) → +∞ при t→ +∞. Iз (22) отри-
муємо [6, c. 1171], що

K(r) � σ

π
ψ1(r) + c0, r � 1. (29)

Iз (29) отримуємо

K1(r) � 2r, r � r0. (30)

Далi, врахувавши що
∑

|λn|�1

ln
∣∣∣ z−λn

z+λn

∣∣∣ � 0 при z ∈
C+, i використавши рiвнiсть (26), одержуємо

ln |f1(z)| =
∑

|λn|�1

ln

∣∣∣∣z − λn

z + λn

∣∣∣∣+ ∑
|λn|>1

ln |Wn(z)|+ x

π
×

∫
|t|>1

(
1

t2
− 1

|t+ iz|2
)
((σ|t|η(|t|)−ln |f0(it)|)dt+|dh(t)|)+

−x
π

∫
|t|>1

(
2t2 + 1

)
t2 (t2 + 1)

2 ((σ|t|η(|t|)−ln |f0(it)|)dt+|dh(t)|)+

−x
π

∫
|t|�1

(σ|t|η(|t|) − ln |f0(it)|)dt + |dh(t)|
|t+ iz|2 +

−x
π

∫
|t|�1

t2((σ|t|η(|t|) − ln |f0(it)|)dt+ |dh(t)|)
(t2 + 1)

2 �

�
∑

1<|λn|�K1(r)/2

ln |Wn(z)|+
∑

|λn|>K1(r)/2

ln |Wn(z)|+

+
x

π

∫
1<|t|�K1(r)/2

(
1

t2
− 1

|t+ iz|2
)
×

×((σ|t|η(|t|) − ln |f0(it)|)dt+ |dh(t)|)+

+
x

π

∫
|t|>K1(r)/2

(
1

t2
− 1

|t+ iz|2
)
×

×((σ|t|η(|t|) − ln |f0(it)|)dt+ |dh(t)|) + c15x =

= I1 + I2 + c15x. (31)

Оскiльки 4xReλn

|λn+z|2 < 1 при z �= λn i z ∈ C+, то
використавши нерiвнiсть ln(1− t) � −t, t ∈ [0; 1), i
умову (30), при 1 < |λn| � K1(r)/2 i z �= λn маємо

ln |Wn(z)| = 2x
Reλn
|λn|2

+
1

2
ln

(
1− 4xReλn∣∣λn + z

∣∣2
)

�
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� 2x
Reλn
|λn|2

− 2xReλn
K2

1 (r)
, r � r0.

Аналогiчно при 1 < |t| � K1(r) /2 i z ∈ C+

отримуємо

1

t2
− 1

|t+ iz|2 � 1

t2
− 1

(|t|+ r)
2 � 1

t2
− 1

K2
1(r)

, r � r0.

Тому

I1 :=
∑

1<|λn|�K1(r)
2

ln |Wn(z)|+ x

π
×

×
∫

1�|t|�K1(r)/2

(
1

t2
− 1

|t+ iz|2
)
×

×(σ|t|η(|t|) − ln |f0(it)|)dt+ |dh(t)|) �

� 2x
∑

1<|λn|�K1(r)
2

(
1

|λn| −
|λn|
K2

1 (r)

)
Reλn
|λn| +

+
x

π

∫
1�|t|�K1(r)/2

(
1

t2
− 1

K2
1(r)

)
×

×(σ|t|η(|t|) − ln |f0(it)|)dt+ |dh(t)|) �

� 2xK(K1(r)) =
2σ

π
xψ1(2r) + c16x. r � r0. (32)

Далi, враховуючи що при z ∈ C+, t �= 0, λn �= 0,

ln |Wn(z)| = 2x
Reλn
|λn|2

+
1

2
ln

(
1− 4xReλn∣∣λn + z

∣∣2
)

�

� 2x

(
Reλn
|λn|2

− Reλn
(|λn|+ r)

2

)
=

= 2x
2r
(|λn|+ r

2

)
Reλn

|λn|2 (|λn|+ r)
2 � 4xrReλn

|λn|3 ,

1

t2
− 1

|t+ iz|2 � 1

t2
− 1

(|t|+ r)2
=

2r
(|t|+ r

2

)
t2 (|t|+ r)2

� 2r

|t|3 ,

отримуємо

I2 :=
∑

|λn|>K1(r)
2

ln |Wn(z)|+

+
x

π

∫
|t|>K1(r)/2

(
1

t2
− 1

|t+ iz|2
)
×

×(σ|t|η(|t|) − ln |f0(it)|)dt+ |dh(t)|) �

� 2x

π
sup
r�r0

⎧⎪⎨⎪⎩r
∑

|λn|>K1(r)
2

Reλn
|λn|3 +

+r

∫
|t|>K1(r)

2

σ|t|η(|t|) − ln |f0(it)|)dt+ |dh(t)|
|t|3

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ =

=
2x

π
sup
r�r0

⎧⎪⎨⎪⎩r
+∞∫

K1(r)/2

dh1(t)

t3

⎫⎪⎬⎪⎭ . (33)

Нехай Rn = 2n i j = j(r) таке натуральне чи-
сло, що

ψ−1
1

(π
σ
(K(Rj)− c0)

)
� 2r <

< ψ−1
1

(π
σ
(K(Rj+1)− c0)

)
.

Звiдси K1(r) � Rj . Враховуючи це, iз (33) одер-
жуємо, що

I2 � c17 · d0 · x, (34)

де

d0 = sup
j∈N

{
ψ−1
1

(π
σ
(K(Rj+1)− c0)

)
· τ (Rj)

}
,

τ (t) =

+∞∫
t
2

dh1(u)

u3
.

Iз (12)–(14) випливає, що в кожному пiвкрузi
Q2r0 функцiя f1 є обмеженою. Тому iз (25), (28),
(31), (32) i (34) отримуємо, що

|f(z)| � c18 exp (σrη(r) + c19 (1 + d0)x) .

Залишилося показати, що d0 < +∞. Iз (24) випли-
ває, що τ(t) < +∞ при t > 0. Нехай

xj = τ(Rj), yj = 1/ψ−1
1

(π
σ
(C(Rj+1)− c0)

)
.

Очевидно lim
j→+∞

xj = lim
j→+∞

yj = 0. Крiм цього,

xj − xj+1 =

Rj+1/2∫
Rj/2

dh1(t)

t3
� c20
R3
j+2

Rj∫
1

dh1(t), (35)

K(Rj+2)−K(Rj+1) =
1

2π

Rj+2∫
Rj+1

(
1

t2
− 1

R2
j+2

)
dh1(t)+

+
1

2π

Rj+1∫
1

(
1

R2
j+1

− 1

R2
j+2

)
(dh1(t) �

c21
R2
j+2

Rj∫
1

dh1(t).

(36)
Оскiльки [6]

ψ1(b)− ψ1(a) � c(ln b− ln a), 0 < a < b < +∞,

то поклавши a = ψ−1
1 (πσ (K(Rj+1) − c0)) i b =

ψ−1
1 (πσ (K(Rj+2)− c0)), звiдси одержуємо

ψ−1
1 (πσ (K(Rj+2)− c0))

ψ−1
1 (πσ (K(Rj+1)− c0))

�

� exp
( π
cσ

(K(Rj+2)−K(Rj+1))
)
. (37)
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Використовуючи нерiвнiсть ex − 1 � x, x ∈
[0; +∞), та (36) i (37), маємо

yj − yj+1 =
1

ψ−1
1 (πσ (K(Rj+1)− c0))

+

− 1

ψ−1
1 (πσ (K(Rj+2)− c0))

=

=
ψ−1
1 (πσ (K(Rj+2)− c0))/ψ

−1
1 (πσ (K(Rj+1)− c0))− 1

ψ−1
1 (πσ (K(Rj+2)− c0))

�
exp( πcσ (K(Rj+2)−K(Rj+1)))− 1

ψ−1
1 (πσ (K(Rj+2)− c0))

�

� c22

R2
j+2ψ

−1
1

(
π
σ (K(Rj+2)− c0)

) Rj∫
1

dh1(t).

Використавши (22), звiдси отримуємо

lim
j→+∞

xj − xj+1

yj − yj+1
�

� c23 lim
j→+∞

ψ−1
1 (πσ (K(Rj+2)− c0))

Rj+2
< +∞.

Скористаємося теоремою Штольца [10] у такiй ре-
дакцiї: якщо yj > yj+1 > 0 при j � j0 i lim

j→+∞
xj =

lim
j→+∞

yj = 0, то

lim
j→+∞

xj
yj

� lim
k→+∞

xj − xj+1

yj − yj+1
.

Тому d0 < +∞. Отже, визначена рiвнiстю (9) фун-
кцiя f належить класу Bη(σ) i [1] її послiдовнiсть
нулiв, сингулярна гранична функцiя i модулi ку-
тових граничних значень на ∂C+ збiгається з (λn),
h i |f0(it)|.

Нехай тепер голоморфна у пiвплощинi C+ фун-
кцiя f �≡ 0 задовольняє умову (15). Тодi вона є
обмеженою в кожному пiвкрузi QR i має [11] м. c.
на уявнiй осi кутовi граничнi значення f(iy), при-
чому виконується (13). Тому [1] вона подається у
виглядi (9), де λn – нулi функцiї f , f0(it) – куто-
вi граничнi значення функцiї f на уявнiй осi, h –
сингулярна гранична функцiя функцiї f . Тодi iз
леми 1 отримуємо, що

∑
|λn|�1

Reλn < +∞,

K0(r) �
ln c1 + σrη(r)

πr

π/2∫
−π/2

cosϕdϕ+ c24 � c25,

r � 1,

тобто виконуються умови (12) i (14). Теорема 2 до-
ведена.
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