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Знайдено умови, за яких послiдовнiсть комплексних чисел (λn) : 0 < |λn| ↗ 1, є iнтерполяцiйною в класi
голоморфних в одиничному крузi функцiй скiнченного η – типу.

Нехай η – додатна опукла вiдносно ln t на про-
мiжку [1; +∞) функцiя така, що ln t = o(η(t)) для
t → +∞; (λn) – послiдовнiсть вiдмiнних вiд нуля
рiзних комплексних чисел таких, що 0 < |λn| ↗ 1;

N(r) =

∫ r

0

n(t)

t
dt; Nζ(r) =

∫ r

0

nζ(t)− 1

t
dt,

де n(t) =
∑

|λn|�t
1 – лiчильна функцiя послiдовностi

(λn), а nζ(t) =
∑

|z−ζ|�t
1 – кiлькiсть членiв (λn), якi

потрапили в круг {z : |z−ζ| � t}. У статтi [1] отри-
мано деякi необхiднi та достатнi умови iснування
розв’язку iнтерполяцiйної задачi

f(λn) = bn (1)

у класi голоморфних в одиничному крузi D = {z :
|z| < 1} функцiй скiнченного η-типу, тобто фун-
кцiй, якi задовольняють умову

(∃A > 0)(∀z ∈ D) : |f(z)| � exp

(
Aη

(
A

1− |z|
))

.,

(2)
Зокрема, в [1] доведене таке твердження.

Теорема А. Для того, щоб для кожної послi-
довностi комплексних чисел (bn) з властивiстю

(∃A1 > 0)(∀n ∈ N) : |bn| � exp

(
A1η

(
A1

1− |λn|
))

,

(3)
iнтерполяцiйна задача (1) мала розв’язок в класi
(2), необхiдно, щоб виконувалася умови:

(∃A2 > 0)(∀r ∈ (0; 1)) : N(r) � A2η

(
A2

1− r

)
, (4)

(∃A3 > 0)(∀δ ∈ (0; 1))(∀n) :

Nλn(δ(1 − |λn|)) � A3η

(
A3

1− |λn|
)
, (5)

а досить, щоб iснувала голоморфна в D функцiя
L з класу (2), яка має простi нулi в точках λn,
для якої виконується

(∃A4 > 0)(∀n ∈ N) :

ln |(1− |λn|)L′(λn))| � −A4η

(
A4

1− |λn|
)
.

У 1970 р. В. Бек [2] адаптував конструкцiю
Дж. Майлза [3] до одиничного кругу. З його ре-
зультатiв випливає таке твердження

Теорема Б. Для кожної послiдовностi (λn),
що задовольняє умову

(∃A2 > 0)(∀r ∈ (0; 1)) : N(r) � A2(1−r)3η
(

A2

1− r

)
,

(6)

iснує голоморфна в одиничному крузi функцiя L̃
скiнченного η-типу з послiдовнiстю нулiв (λ̃n),
для якої (λn) є пiдпослiдовнiстю.

Використовуючи це твердження, теорему А мо-
жна посилити.

Теорема 1. Якщо послiдовнiсть (λn) задо-
вольняє умову (6), то для того, щоб iнтерполя-
цiйна задача (1) мала розв’язок в класi (2) для ко-
жної послiдовностi комплексних чисел (bn) з вла-
стивiстю (3), необхiдно i досить, щоб виконува-
лася умова (5).

Доведення. Необхiднiсть умови (5) доведено
в [1]. Доведемо достатнiсть. Нехай (λ̃n) – послiдов-
нiсть, побудована Беком (див. [2]) з послiдовностi
(λn) , що задовольняє умову (6), i нехай

Ñλn(τ) =

∫ τ

0

ñλn(t)− 1

t
dt,

де ñλn(t) – кiлькiсть членiв послiдовностi (λ̃n) в
крузi |z − λn| � t. За теоремою Б, iснує голомор-
фна в одиничному крузi функцiя L̃ з класу (2) з
послiдовнiстю нулiв (λ̃n), для якої(λn) є пiдпослi-
довнiстю. Через (λ∗n) позначимо послiдовнiсть та-
ку, що {λ∗n} = {λ̃n}\{λn}, n∗

λn
(t) – кiлькiсть чле-

нiв послiдовностi (λ∗n) в крузi {z : |z − λn| � t}. За
побудовою всi члени послiдовностi (λ∗n) лежать на
колах ∂U(0;RN−1) (N � 2, RN = 1− 1

2N ) i вiдстань
мiж тими λ∗n, що лежать на колi ∂U(0;RN−1),
бiльша за (1−RN )π

2p , де p = n(RN+1) − n(RN ). То-
му кiлькiсть точок λ∗n, якi лежать на дузi кола
∂U(0;RN−1) в крузi {z : |z − λn| � t}, не пере-
вищує 2πtp

|λn|π(1−RN ) . Таким чином, якщо |λn| − t �
RN−1 < |λn|+ t < RN , то

n∗
λn

(t) � 2tn(3/4 +RN−1/4)

|λn|(1−RN−1)/2
�

⎛⎝ 4tn
(

3+|λn|+t
4

)
|λn|(1 − |λn| − t)

⎞⎠ .
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Тому

Ñλn(δ(1 − |λn|)) =
∫ δ(1−|λn|)

0

ñλn(t)− 1

t
dt =

=

∫ δ(1−|λn|)

0

nλn(t)− 1

t
dt+

∫ δ(1−|λn|)

0

n∗
λn

(t)

t
dt �

� Nλn(δ(1 − |λn|))+

+4

∫ δ(1−|λn|)

0

tn
(

3+|λn|+t
4

)
3+|λn|+t

4

t|λn|(1 − |λn| − t)3+|λn|+t
4

dt �

� Nλn(δ(1 − |λn|)) + 4
3 + |λn|+ δ(1− |λn|)
|λn|(1− δ)(1 − |λn|) ×

×
∫ δ(1−|λn|)

0

n
(

3+|λn|+t
4

)
3+|λn|+t

4

d

(
3 + |λn|+ t

4

)
�

� Nλn(δ(1− |λn|)) + 40/(1− δ)

1− |λn| ×

×N
(
3 + |λn|+ δ(1− |λn|)

4

)
�

� A3η

(
A3

1− |λn|
)
+

40/(1− δ)

1− |λn| ×

×
(
1− 3 + |λn|+ δ(1− |λn|)

4

)3
η

(
A

1− 3+|λn|+δ(1−|λn|)
4

)
=

= A3η

(
A3

1− |λn|
)
+

5

8
(1− |λn|)2(1 − δ)2×

×η
(
4A/(1− δ)

1− |λn|
)

� A5η

(
A5

1− |λn|
)
.

Звiдси та з рiвностi

ln
∣∣∣(1 − |λn|)L̃(λn))

∣∣∣ =
= − Ñλn(δ(1−|λn|))+O

(
η

(
A

1− |λn|
))

, n→ ∞

(доведення див. в [1]) випливає, що якщо викону-
ються умови (5) i (6), то iснує голоморфна в оди-
ничному крузi функцiя L̃ скiнченного η-типу, для
якої

(∃A4 > 0)(∀n ∈ N) :

ln
∣∣∣(1− |λn|)L̃(λn)

∣∣∣ � −A4η

(
A4

1− |λn|
)
.

Очевидно, що функцiя

f(z) =
∞∑
n=1

bnL̃(z)

(z − λn)L̃′(λn)

(
1− |λn|2
1− λnz

)sn
де (sn) – послiдовнiсть натуральних чисел, вибра-
на певним чином, є розв’язком iнтерполяцiйної за-
дачi (1). Доведемо, що вона є функцiєю скiнченно-
го η-типу.

З умов, накладених на η, випливає, що iснує [4]
цiла функцiя ψ така, що

lnMψ(t) = (1 + o(1))c0η(c0t), t→ +∞,

c0 � 4(A2 +A4 +A1).

Оскiльки

μψ(t) �Mψ(t) � (1 + 1/ε)μψ((1 + ε)t), ε > 0,

де μψ(t) = max{|ψn|tn} i ψn = ψ(n)(0)/n!, то

μψ(t) � exp(2c0η(c0t)),

μψ(t) � exp(c0/4η(c0t/2)), t � t0. (8)

Виберемо послiдовнiсть (sn) так, щоб

χsn(ψ̂) �
1

1− |λn| < χsn+1(ψ̂),

де ψ̂(z) =
∑+∞

n=0 ψ̂nz
n – мажоранта Ньютона фун-

кцiї ψ, χn(ψ̂) = |ψ̂n−1/ψ̂n|. Тодi [5] ,

μψ
(
(1− |λn|)−1

)
= ψ̂sn(1−|λn|)−sn , μψ(t) � ψ̂sn t

sn .
(9)

Отже, з умов (3), (6) – (9) та спiввiдношення

max
|z|=r

∣∣∣∣∣ L̃(z)z − λn

∣∣∣∣∣ � c

1− r
ML̃

(
r + 1

2

)
випливає, що

|f(z)| � c

1− r
ML̃

(
r + 1

2

)
×

×
∞∑
n=1

|bn|
|(1− |λn|)L̃′(λn)|

ψ̂sn · (2/(1− r))sn

ψ̂sn · (1 − |λn|)−sn
�

� c

1− r
exp

(
Aη

(
2A

1− r

)
+ 2c0η

(
2c0
1− r

))
×

×
∞∑
n=1

exp

(
A1η

(
A1

1− |λn|
)
+A4η

(
A4

1− |λn|
)
+

−c0
4
η

(
c0/2

1− |λn|
))

�

� exp

(
A6η

(
A6

1− r

)) ∞∑
n=1

exp

(
−A2η

(
2A2

1− |λn|
))

� exp

(
A6η

(
A6

1− r

)) ∞∑
n=1

exp(−n),

бо n � n(|λn|) � 2(1−|λn|)−1N((1+|λn|)/2) . Отже,
f задовольняє умову (2). Теорему 1 доведено.

Теорема 2. Для того, щоб iнтерполяцiйна за-
дача (1) мала розв’язок в класi (2) для будь-якої
послiдовностi комплексних чисел (bn) з властивi-
стю (3), необхiдно, щоб виконувалася умови (4),
(5), а досить, щоб виконувалася умови (6) i (5).

Доведення. Ця теорема випливає безпосере-
дньо з теореми А та теореми 1.

Актуальнi проблеми фiзики, математики та iнформатики. Математика, №1, 2009



Про iнтерполяцiйнi послiдовностi голоморфних в одиничному крузi функцiй 69

Бiблiоґрафiя
[1] Винницький Б.В., Шепарович I.Б. Iнтерполяцiйнi послiдовностi аналiтичних в одиничному крузi функцiй

скiнченного η-типу // Укр. мат. журн. – 2004. – 56, № 3. – C. 425–430.
[2] Beck W. Efficient quotient representations of meromorphic functions in the disc. Thesis. University of Illinois

(Urbana-Champaign), 1970.
[3] Miles J. Quotient representations of meromorphic functions. J. d’Analese Math., XXV (1972). – P. 371–388.
[4] Clunie J. On integral functions having prescribed asymptotic grows. I // Can. J. Math. – 1965. – 17, № 3. –

P. 396–404.
[5] Полиа Г., Сеге Г. Задачи и теоремы из анализа: В 2 т. – М.: Наука, 1978. – Т. 2. – 432 с.
[6] Кондратюк А.А. Ряды Фурье и мероморфные функции. – Львов: Выща школа, 1988. – 196 с.

Актуальнi проблеми фiзики, математики та iнформатики. Математика, №1, 2009


