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Якщо f – голоморфна у пiвплощинi C+ = {z : �z > 0} функцiя цiлого формального порядку ρ ∈ (0;+∞)

не має нулiв, |f0(t)| = 1 м.с. на дiйснiй осi i для деяких l1 ∈ R, l2 ∈ R i ρ2 ∈ (0; ρ) виконується
ln |f(reiϕ)| = rρ ln rh1(ϕ) + rρh2(ϕ) +O

(
rρ2

sinϕ

)
рiвномiрно за ϕ ∈ (0; π), якщо r → +∞, то iснує ρ1 ∈ (0; ρ) таке,

що 1/(2π)
r∫
1

ds(x)
x

= l1r
ρ +O(rρ1) (r → +∞) i 1/(2π)

r∫
1

ds(−x)
x

= l2r
ρ +O(rρ1) (r → +∞), де f0(t), t ∈ R – кутовi

граничнi значення функцiї f на дiйснiй осi, s(t) – сингулярна гранична функцiя, h1(ϕ) = 2ρ sin ρϕ(−l1+(−1)ρl2),
h2(ϕ) = (−bρ − 2l1 + (−1)ρ2l2) sin ρϕ+ 2ρ(l1(π − ϕ) + (−1)ρl2ϕ) cos ρϕ.

Нехай голоморфна у пiвплощинi C+ = {z :
�z > 0}, функцiя f �= 0 цiлого формального по-
рядку ρ ∈ (0;+∞) не має нулiв. Тодi, як вiдомо [1],
її можна подати у виглядi:

f(z) = exp

{
i

ρ∑
k=0

bkz
k+

+
1

πi

⎛⎝ 1∫
−1

ln |f0(t)|
t− z

dt+

1∫
−1

ds(t)

t− z

⎞⎠⎫⎬⎭×

exp

⎧⎪⎨⎪⎩z
ρ+1

πi

⎛⎜⎝ ∫
|t|�1

ln |f0(t)|
tρ+1(t− z)

dt+

∫
|t|�1

ds(t)

tρ+1(t− z)

⎞⎟⎠
⎫⎪⎬⎪⎭ ,

(1)
де b0, ..., bρ – дiйснi сталi, f0(t) – кутовi граничнi
значення на дiйснiй осi функцiї f , s(t) – сингуляр-
на гранична функцiя.

Використавши методи доведення М.В. Говоро-
ва [1], легко отримати таке твердження.

Теорема 1. Нехай ρ ∈ (0;+∞) – цiле число,
s : R → R – неспадна на R функцiя, похiдна якої
дорiвнює нулевi майже скрiзь (м.с.), |f0(t)| = 1
м.с. на R,

τ1(t) =
1

2π

t∫
1

ds(x)

x
, τ2(t) =

1

2π

t∫
1

ds(−x)
x

.

Тодi, якщо для деяких l1 ∈ R, l2 ∈ R та для деяко-
го ρ1 ∈ (0; ρ)

τ1(r) = l1r
ρ +O(rρ1 ), τ2(r) = l2r

ρ +O(rρ1 ),

r → +∞ (2)

то функцiя f , визначена формулою (1), є голомор-
фною в C+ i рiвномiрно за ϕ ∈ (0;π) виконується

ln |f(reiϕ)| = rρ ln rh1(ϕ) + rρh2(ϕ) +O

(
rρ

sinϕ

)
,

r → +∞,

r∫
1

ln |f(teiϕ)|dt
t

=

=
rρ ln r

ρ
h1(ϕ) +

rρ

ρ

(
h2(ϕ)− h1(ϕ)

ρ

)
+O

(
rρ

sinϕ

)
,

r → +∞,

де
h1(ϕ) = 2ρ sin ρϕ(−l1 + (−1)ρl2), (3)

h2(ϕ) = sin ρϕ(−bρ − 2l1 + (−1)ρ2l2)+

+2ρ cosρϕ(l1(π − ϕ) + (−1)ρl2ϕ). (4)

Метою нашої статтi є доведення наступного
твердження.

Теорема 2. Нехай голоморфна в C+ функцiя
f �= 0 цiлого формального порядку ρ ∈ (0;+∞) не
має нулiв i модулi її кутових граничних значень
на дiйснiй осi дорiвнюють одиницi майже скрiзь.
Тодi, якщо для деяких l1 ∈ R, l2 ∈ R i ρ2 ∈ (0; ρ)
виконується

ln |f(reiϕ)| = rρ ln rh1(ϕ) + rρh2(ϕ) +O

(
rρ2

sinϕ

)
,

r → +∞, (5)

r∫
1

ln |f(teiϕ)|dt
t

=

=
rρ ln r

ρ
h1(ϕ) +

rρ

ρ

(
h2(ϕ)− h1(ϕ)

ρ

)
+O

(
rρ2

sinϕ

)
,

r → +∞, (6)

з функцiями h1 i h2, визначеними формулами
(3)-(4), то для деякого ρ1 ∈ (0; ρ) виконується (2).
Доведення. Нехай 0 < δ < π/max(ρ, 1). За вiд-

повiдного вибору голоморфної гiлки степеня фун-
кцiя g(ζ) = f(ζδ/π) є голоморфною в C+ i допускає
голоморфне продовження у нижню пiвплощину
через вiд’ємний дiйсний промiнь. Тому її сингу-
лярна гранична функцiя sg(x) є сталою на цьому
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променi. Крiм цього, число ρδ
π ∈ (0; 1) є формаль-

ним порядком функцiї g. Згiдно з узагальненою
формулою Карлемана [1],

− 1

2π

R∫
1

(
1

x2
− 1

R2

)
ln |g(x)g(−x)| dx+

− 1

2π

R∫
1

(
1

x2
− 1

R2

)
dsg(x) =

=
1

πR

π∫
0

ln |g(Reiϕ)| sinϕdϕ+ c1 +
c2
R2

,

де c1, c2 – деякi додатнi сталi. Оскiльки dsg(x) =
π/δ ·x1−δ/πdsf (xδ/π), то, перейшовши до функцiї f
i зробивши замiну xδ/π = t, Rδ/π = r, будемо мати

− 1

2π

r∫
1

(
1

t2π/δ
− 1

r2π/δ

)
ln |f(t)f(teiδ)|π

δ
tπ/δ

dt

t
−

− 1

2π

r∫
1

(
1

t2π/δ
− 1

r2π/δ

)
π

δ
tπ/δ−1dsf (t) =

=
1

πrπ/δ

π∫
0

ln |f(reiθ δ
π )| sin θ dθ + c1 +

c2
r2π/δ

. (7)

Нехай

ω(r) = − 1

2δ

r∫
1

tπ/δ
dsf (t)

t
,

Ω(r) :=
2π

δ

r∫
1

ω(t)

t2π/δ+1
dt. (8)

Тодi з (7) i (8) отримуємо

r∫
1

(
1

t2π/δ
− 1

r2π/δ

)
dω(t) =

=
1

πrπ/δ

π∫
0

ln |f(reiθ δ
π )| sin θ dθ+

+
1

2δ

r∫
1

(
1

t2π/δ
− 1

r2π/δ

)
tπ/δ ln |f(teiδ)|dt

t
+

+c1 +
c2

r2π/δ
,

звiдки

Ω(r) =
1

πrπ/δ

π∫
0

ln |f(reiθ δ
π )| sin θ dθ+

+
1

2δ

r∫
1

(
1

t2π/δ
− 1

r2π/δ

)
tπ/δ ln |f(teiδ)|dt

t
+

+c1 +
c2

r2π/δ
. (9)

Завдяки (6) та iнтегруванню по частинах, будемо
мати

1

2δ

r∫
1

(
1

t2π/δ
− 1

r2π/δ

)
tπ/δ ln |f(teiδ)|dt

t
=

=
π

δ2

r∫
1

1

t2π/δ+1

⎛⎝ t∫
1

τπ/δ ln |f(τeiδ)|dτ
τ

⎞⎠ dt =
=

π

ρ2δ2 − π2
h1(δ)r

ρ−π/δ ln r+

+
π

ρ2δ2 − π2
rρ−π/δ

(
h2(δ)− 2δ2ρ

ρ2δ2 − π2
h1(δ)

)
+

+O(rρ2−π/δ), r → +∞. (10)

Тодi в (9), використовуючи (5) i (10), отримаємо

Ω(r) =
rρ−π/δ ln r

π

⎛⎝ π∫
0

h1

(
θδ

π

)
sin θ dθ +

+(
π

ρ2δ2 − π2
h1(δ)

)
+
rρ−π/δ

π
×

×
⎛⎝ π∫

0

h2

(
θδ

π

)
sin θ dθ +

π

ρ2δ2 − π2
×

×
(
h2(δ)− 2δ2ρ

ρ2δ2 − π2
h1(δ)

))
+

+O(rρ2−π/δ) + c1, r → +∞.

Нехай

A =
1

π

⎛⎝ π∫
0

h1

(
θδ

π

)
sin θ dθ +

π

ρ2δ2 − π2
h1(δ)

⎞⎠ ,

B =
1

π

⎛⎝ π∫
0

h2

(
θδ

π

)
sin θ dθ+

+
π

ρ2δ2 − π2

(
h2(δ)− 2δ2ρ

ρ2δ2 − π2
h1(δ)

))
.

Оскiльки функцiя ω є неспадною на [1; +∞), то
для 0 < r < R < +∞

ω(r)
R2π/δ − r2π/δ

R2π/δr2π/δ
� Ω(R)− Ω(r) =

=
2π

δ

R∫
r

ω(t)dt

t2π/δ+1
� ω(R)

R2π/δ − r2π/δ

R2π/δr2π/δ
. (11)

Далi, подiбно до [3, 5], взявши у лiвiй нерiвностi
R = r + rα, де 1 + ρ2 − ρ < α < 1, max{ρ + α −
1, ρ2 − α+ 1} < ρ1 < ρ, при r → +∞ отримуємо

Ω(R)− Ω(r) = A(Rρ−π/δ lnR− rρ−π/δ ln r)+
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+B(Rρ−π/δ − rρ−π/δ) +O(rρ2−π/δ) =

= A((r + rα)ρ−π/δ ln(r + rα)− rρ−π/δ ln r)+

+B((r + rα)ρ−π/δ − rρ−π/δ) +O(rρ2−π/δ) =

= Arρ−π/δ ln r((1 + rα−1)ρ−π/δ − 1)+

+Arρ−π/δ(1 + rα−1)ρ−π/δ ln(1 + rα−1)+

+Brρ−π/δ((1 + rα−1)ρ−π/δ − 1) +O(rρ2−π/δ) =

= Arρ−π/δ ln r
((
ρ− π

δ

)
rα−1 +O(r2α−2)

)
+

+Arρ−π/δ
(
rα−1 +O(r2α−2)

)
+

+Brρ−π/δ
((
ρ− π

δ

)
rα−1 +O(r2α−2)

)
+

+O(rρ2−π/δ) =

= A
ρδ − π

δ
rρ+α−1−π/δ ln r+

+rρ+α−1−π/δ
(
A+

ρδ − π

δ
B

)
+

+O(rρ+2α−2−π/δ ln r) +O(rρ2−π/δ).

Крiм цього,

R2π/δr2π/δ

R2π/δ − r2π/δ
=

(r + rα)2π/δr2π/δ

(r + rα)2π/δ − r2π/δ
=

=
r2π/δ
(
1 + 2π

δ r
α−1 +O(r2α−2)

)
2π
δ r

α−1(1 +O(rα−1))
=

=
δ

2π
r2π/δ+1−α +O(r2π/δ), r → +∞.

Тому з лiвої частини (11) отримуємо

ω(r) � R2π/δr2π/δ

R2π/δ − r2π/δ
(Ω(R)− Ω(r)) =

=

(
δ

2π
r2π/δ+1−α +O(r2π/δ)

)
×

×
(
A
ρδ − π

δ
rρ+α−1−π/δ ln r+

+rρ+α−1−π/δ
(
A+

ρδ − π

δ
B

))
+

+O(rρ+α−1+π/δ ln r) +O(rρ2+1−α+π/δ) =

= A
ρδ − π

2π
rρ+π/δ ln r+

+rρ+π/δ
(
δ

2π
A+

ρδ − π

2π
B

)
+O(rρ1+π/δ) (12)

якщо r → +∞. Нехай r = R − Rα. Тодi при
R→ +∞

Ω(R)− Ω(r) =

= A(Rρ−π/δ lnR − (R−Rα)ρ−π/δ ln(R−Rα))+

+B(Rρ−π/δ − (R−Rα)ρ−π/δ) +O(Rρ2−π/δ) =

= ARρ−π/δ lnR(1− (1−Rα−1)ρ−π/δ)+

−ARρ−π/δ(1− Rα−1)ρ−π/δ ln(1 −Rα−1)+

+BRρ−π/δ(1− (1−Rα−1)ρ−π/δ) +O(Rρ2−π/δ) =

= ARρ−π/δ lnR
((
ρ− π

δ

)
Rα−1 +O(R2α−2)

)
+

+ARρ−π/δ
(
Rα−1 +O(R2α−2)

)
+

+BRρ−π/δ
((
ρ− π

δ

)
Rα−1 +O(R2α−2)

)
+

+O(Rρ2−π/δ) =

= A
ρδ − π

δ
Rρ+α−1−π/δ lnR+

+Rρ+α−1−π/δ
(
A+

ρδ − π

δ
B

)
+

+O(Rρ+2α−2−π/δ lnR) +O(Rρ2−π/δ)

i
R2π/δr2π/δ

R2π/δ − r2π/δ
=

(R −Rα)2π/δR2π/δ

R2π/δ − (R −Rα)2π/δ
=

=
R2π/δ

(
1− 2π

δ R
α−1 +O(R2α−2)

)
2π
δ R

α−1(1 +O(Rα−1))
=

=
δ

2π
R2π/δ+1−α +O(R2π/δ).

Тому з правої частини (11)отримуємо

ω(R) � R2π/δr2π/δ

R2π/δ − r2π/δ
(Ω(R)− Ω(r)) =

=

(
δ

2π
R2π/δ+1−α +O(R2π/δ)

)
×

×
(
ρδ − π

δ
ARρ+α−1−π/δ lnR+

+Rρ+α−1−π/δ
(
A+

ρδ − π

δ
B

))
+

+O(Rρ+α−1+π/δ lnR) +O(Rρ2+1−α+π/δ) =

= A
ρδ − π

2π
Rρ+π/δ lnR+

+Rρ+π/δ
(
δ

2π
A+

ρδ − π

2π
B

)
+O(Rρ1+π/δ),

коли R → +∞. Звiдси i з (12) при r → +∞ випли-
ває, що

ω(r) = A
ρδ − π

2π
rρ+π/δ ln r+

+rρ+π/δ
(
δ

2π
A+

ρδ − π

2π
B

)
+O(rρ1+π/δ). (13)

До того ж,

− 1

2δ

r∫
1

dsf (t)

t
=

r∫
1

dω(t)

t2π/δ
=

ω(r)

r2π/δ
+

r∫
1

ω(t)

t2π/δ+1
dt.

Тому з останньої рiвностi i з (13) маємо

− 1

2δ

r∫
1

dsf (t)

t
= A

ρ2δ2 − π2

2πρδ
rρ ln r+
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+rρ
(
ρ2δ2 + π2

2πρ2δ
A+

ρ2δ2 − π2

2πρδ
B

)
+O(rρ1 )

або

1

2π

r∫
1

dsf (t)

t
= −Ar

ρ ln r

2πρ

ρ2δ2 − π2

π
−

− rρ

2πρ

(
ρ2δ2 + π2

πρ
A+

ρ2δ2 − π2

π
B

)
+O(rρ1 ),

r → +∞.

Далi,

1

2π

r∫
1

dsf (t)

t
= −r

ρ ln r

2πρ
×

×
⎛⎝ρ2δ2 − π2

π2

π∫
0

h1

(
θδ

π

)
sin θ dθ + h1(δ)

⎞⎠−

− rρ

2πρ

⎛⎝ρ2δ2 + π2

π2ρ

π∫
0

h1

(
θδ

π

)
sin θ dθ − h1(δ)

ρ
+

+
ρ2δ2 − π2

π2

π∫
0

h2

(
θδ

π

)
sin θ dθ + h2(δ)

⎞⎠+

+O(rρ1 ), r → +∞.

Крiм цього, згiдно з (3) i (4),

π∫
0

h1

(
θδ

π

)
sin θ dθ =

= − 2ρπ2

ρ2δ2 − π2
(−l1 + (−1)ρl2) sin ρδ,

h1(δ) = 2ρ(−l1 + (−1)ρl2) sin ρδ,

π∫
0

h2

(
θδ

π

)
sin θ dθ =

=
π2

ρ2δ2 − π2
(bρ + 2l1 − 2(−1)ρl2) sin ρδ+

+
π2

ρ2δ2 − π2
(2ρδ(l1 − (−1)ρl2)(

cos ρδ − 2ρδ

ρ2δ2 − π2
sin ρδ

))
+

− π2

ρ2δ2 − π2
(2l1πρ(cos ρδ + 1)) ,

h2(δ) = sin ρδ(−bρ − 2l1 + (−1)ρ2l2)+

+2ρ cosρδ(l1π − l1δ + (−1)ρl2δ).

Тодi при r → +∞

1

2π

r∫
1

dsf (t)

t
= l1r

ρ − rρ sin ρδ

πρ
(l1 − (−1)ρl2)×

×
(
π2 − ρ2δ2

ρ2δ2 − π2
+ 1

)
+O(rρ1 ) =

= l1r
ρ +O(rρ1 ), r → +∞.

Тобто виконується перша з рiвностей (2), а викона-
ння другої обґрунтовується аналогiчно. Теорему 2
доведено.
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