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�� �� V8W�

�� ������ 	������� f �� ������ � 	������� �	
�56789:; 7:<=>�7 <78?�� )��� V@, �W- �	 	�� ����
ρ ∈ (0,+∞) ��� ρ1 ∈ (0, ρ), ��� � 2πD�������� ρD
����������������� ���
�[ 	������� h(ϕ) �≡ −∞ �
���
�[���� �
� ��� U ⊂ C ��������� �� �
� ����� �	 ���\�
���
 ����� ��� �	 ����� ��� ���
 �
��

log |f(z)| = |z|ρh(ϕ)+ o(|z|ρ1), U �� z = reiϕ → ∞.

T	 f �� �� ������ 	������� �	 �����
�� �������
�����
, �
�� �� 
�� �
� ����� ρ ��� ��������� h V@W�

]�� f X� �� ������ 	������� ���
 f(0) =
1, ��� (λn)n∈N X� �
� ��^����� �	 ��� �����, ���
p X� �
� ����� ���������
� ������� ���X�� 	��
�
��


∑∞
n=1 |λn|−p−1 < +∞, ��� n(r, ψ; f) :=∑

|λn|�r, arg λn=ψ

1, ��� VH, �� @A8W nk(r, f) :=∑
|λn|�r

e−ik arg λn , k ∈ Z, ��� ��� Qρ X� �
� ���Z��D

��� �	 zρ �� �
� �[��������� 	����� �� �
� _�������D
`���� �������������� VN, �� QLW �	 �� ������ 	������� f
�	 ����� ρ ∈ (0,+∞)�
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 � ���� @A :A��7: B=AC��8A f 8B A8A�D
A�:<:7 87;:7 ρ ∈ (0,+∞) ?��� E:78� 8A � FA��:
�G��:5 8B 7�G� {z : arg z = ψj}� j ∈ {1, . . . ,m}�
0 � ψ1 < ψ2 < . . . < ψm < 2π� �� � B=AC��8A 8B
�56789:; 7:<=>�7 <78?�� �B �A; 8A>G �B� B87 � C:7���A
ρ2 ∈ (0, ρ) �A; :�C� j ∈ {1, . . . ,m}� 8A: ���

n(t, ψj ; f) = Δjt
ρ + o(tρ2 ), Δj ∈ [0,+∞), (1)

�� t→ +∞� �A ���� C��:�

h(ϕ) =

m∑
j=1

hj(ϕ),

?�:7: hj(ϕ) �� ��: 2πD6:7�8;�C B=AC��8A ;:FA:; 8A
��: �A�:79�> [ψj , ψj + 2π) HG ��: :I=�>��G hj(ϕ) =
πΔj

sinπρ cos ρ(ϕ− ψj − π)�
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 � ���� @A :A��7: B=AC��8A f 8B 87;:7
ρ ∈ N ?��� E:78� 8A � FA��: �G��:5 8B 7�G� {z :
arg z = ψj}� j ∈ {1, . . . ,m}� 0 � ψ1 < ψ2 < . . . <
ψm < 2π� �� � B=AC��8A 8B �56789:; 7:<=>�7 <78?�� �B
�A; 8A>G �B :I=�>��G JKL �8>;� B87 � C:7���A ρ2 ∈ (0, ρ)
�A; :�C� j ∈ {1, . . . ,m} �A;� B87 C:7���A ρ3 ∈ (0, ρ)
�A; δf ∈ C� 8A: ���∑

|λn|�r
λ−ρn = δf + o(rρ3−ρ), r → +∞. (2)

�A ���� C��:�

h(ϕ) =

⎧⎪⎨
⎪⎩
τf cos(ρϕ+ θf ) +

m∑
j=1

hj(ϕ), ρ = p,

Qρ cos ρϕ, ρ = p+ 1,

?�:7: τf = |δf/ρ + Qρ|� θf = arg(δf/ρ + Qρ)
�A; hj(ϕ) �� ��: 2πD6:7�8;�C B=AC��8A ;:FA:; 8A ��:
�A�:79�> [ψj , ψj +2π) HG ��: :I=�>��G hj(ϕ) = Δj(π−
ϕ+ ψj) sin ρ(ϕ− ψj)− Δj

ρ cos ρ(ϕ− ψj)�
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 �� @A :A��7: B=AC��8A f 8B A8A�A�:<:7

87;:7 ρ ∈ (0,+∞) ?��� E:78� 8A � FA��: �G��:5 8B
7�G� {z : arg z = ψj}� j ∈ {1, . . . ,m}� 0 � ψ1 <
ψ2 < . . . < ψm < 2π� �� � B=AC��8A 8B �56789:;
7:<=>�7 <78?�� �B �A; 8A>G �B� B87 C:7���A ρ2 ∈ (0, ρ)
�A; k0 ∈ Z� �A; :�C� k ∈ {k0, k0+1, . . . , k0+m−1}�
8A: ���

nk(r, f) = Δkr
ρ+o(rρ2 ), r → +∞, Δk ∈ C. (3)
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 ����� �� � ����� ������
�	 ���� {z : arg z = ψj}, j ∈ {1, . . . ,m}, 0 � ψ1 <
ψ2 < . . . < ψm < 2π, �
�� X� a
����� � �
� ������D
��� )@- 
��� 	�� ������� ρ2 ∈ (0, ρ) ��� ���
 j ∈
{1, . . . ,m}� b���� nk(r, f) =

∑m
j=1 e

−ikψjn(r, ψj ; f),
�
�� 	�� ���
 k ∈ Z �
� ��������� )Q- 
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Δk =

m∑
j=1

Δje
−ikψj . (4)

N=OC�:ACG� ]�� �
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��� ���
 )8-� c�D
�
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�� k0 = 0�
a
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�
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⎧⎪⎪⎪⎨
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n0(r, f) = n(r, ψ1; f) + n(r, ψ2; f) + . . .+ n(r, ψm; f),

n1(r, f) = e−iψ1n(r, ψ1; f) + e−iψ2n(r, ψ2; f) + . . .+ e−iψmn(r, ψm; f),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

nm−1(r, f) = e−i(m−1)ψ1n(r, ψ1; f) + e−i(m−1)ψ2n(r, ψ2; f) + . . .+ e−i(m−1)ψmn(r, ψm; f).

a
�� �� � ������ �	 ������ �^������� ���
 ������� ��
�
� ��\����� n(r, ψj ; f), j ∈ {1, . . . ,m}� T�� �������D
���� �� �
� d���������� �����������, �
��
 �����D
��� 	��� ����� a
���	���, �
� 	�������� n(r, ψj ; f),
j ∈ {1, . . . ,m}, ��� X� ����������� �� � ������ ���X�D
������� �	 	�������� nk(r, f), k ∈ {0, 1, . . . ,m − 1}�
b��
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 �� @A :A��7: B=AC��8A f 8B 87;:7 ρ ∈ N

?��� E:78� 8A � FA��: �G��:5 8B 7�G� {z : arg z = ψj}�
j ∈ {1, . . . ,m}� 0 � ψ1 < ψ2 < . . . < ψm < 2π� �� �
B=AC��8A 8B �56789:; 7:<=>�7 <78?�� �B �A; 8A>G �B ��:
7:>���8A� JPL �8>; B87 C:7���A ρ2 ∈ (0, ρ) �A; k0 ∈ Z�
�A; :�C� k ∈ {k0, k0 + 1, . . . , k0 + m − 1}� �A;� �A
�;;���8A� ��: :I=�>��G JQL �8>;� B87 C:7���A ρ3 ∈ (0, ρ)
�A; δf ∈ C�

a
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 �� R87 :9:7G m ∈ N\{1} ��:7: :S����
�A :A��7: B=AC��8A f 8B A8A�A�:<:7 87;:7 ρ ∈ (0,+∞)
?��� E:78� 8A � FA��: �G��:5 8B 7�G� {z : arg z = ψj}�
ψj :=

2π(j−1)
m � j ∈ {1, . . . ,m}� �=C� ����

n0(r, f) = mrρ −m
rρ

log r
+ o

(
rρ

log r

)
, r → +∞,

B87 �AG ρ2 ∈ (0, ρ) �A; :�C� k ∈ {1, . . . ,m − 1}
�8>; JPL �A; f �� A8� � B=AC��8A 8B �56789:; 7:<=>�7
<78?���


���
� ]�� ρ ∈ (0,+∞) �� ����������, μn =
(
n+

n
logn

)1/ρ
, {λn : n ∈ N\{1}} :=

⋃m
j=1{μnei

2π(j−1)
m :

n ∈ N\{1}}, ���

f(z) =

∞∏
n=1

(
1− z

λn

)
exp

(
p∑

ν=1

1

ν

(
z

λn

)ν)
, p = [ρ].

a
�� 	�� ���
 j ∈ {1, . . . ,m} V8W

n

(
t,
2π(j − 1)

m
; f

)
= tρ − tρ

ρ log t
+ o

(
tρ

log t

)
,

�� t → +∞� _����, �
� �^������ )@- ���� ��� 
���
	�� ��� ρ2 ∈ (0, ρ) ���, ��������� �� a
����� �, ��
������ 	������� f �� ��� � 	������� �	 �����
�� �������

�����
� `������, n0(r, f) =
∑m
j=1 n

(
r, 2π(j−1)

m ; f
)
=

mrρ − m rρ

log r + o
(
rρ

log r

)
�� r → +∞� a
���	���, 	��

k = 0 �
� �������� )Q- ���� ��� 
���� b����

m∑
j=1

e−ik
2π(j−1)

m =
1− e−2πki

1− e−i
2πk
m

= 0, k ∈ {1, . . . ,m−1},

�
��

nk(r, f) =
∑
μn�r

m∑
j=1

e−ik
2π(j−1)

m = 0,

	�� ���
 k ∈ {1, . . . ,m − 1} ��� ��� r > 0� a
��,
�
� ��������� )Q- 
��� 	�� ��� ρ2 ∈ (0, ρ) ��� ���

k ∈ {1, . . . ,m− 1}� a
����� Q �� ���
���
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