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Під інтегро-різницевими рівняннями будемо розуміти ін­
тегральні рівняння, в які невідома функція входить при різних 
значеннях аргументу.

До рівнянь такого типу безпосередньо приводять задачі 
автоматичного керування і теорії автоколивиих систем, задачі 
теорії ймовірностей, зв’язані з ‘"післядією”, різні економічні та 
біофізичні проблеми.

Наприклад, при дослідженні систем керування з запізнен­
ням [9] для перехідного процесу отримано таке інтегро- 
різницеве рівняння

Розглядаючи імпульсну екстремальну систему з модуляці­
єю різницевого типу, А.А.Тунік [99] отримав інтегро-різницеве 
рівняння відносно спектральної густини похибки системи

Інтегро-різницеві рівняння є цікавими ще й тому, що до їх 
розв'язання зводяться задачі, які описуються за допомогою ди­
ференціально-різницевих рівнянь, що виникли до початку 18 
століття. Ще в роботі 1. Бернуллі [8] в 1728 році і трохи пізніше 
в роботі Л.Ейлера [І 13] у зв’язку з геометричною задачею про 
відшукання загального виду лінії, конгруентної своїй еволюті, 
зустрічаються диференціально-різницеві рівняння. В подальшо­
му вивчались найпростіші класи таких рівнянь. І тільки в кінці 
19 і на початку 20 століття зроблено спроби більш менш строго 
систематизувати вивчення диференціально-різницевих рівнянь.

В роботі Е.Шмідта [112] детально вивчено лінійне 
диференціально-різницеве рівняння із сталими коефіцієнтами
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де коефіцієнти аІ, (і = 0,1,..., п -  і)- задані дійсні або комплексні 

числа, а відхилення Д,<А - дійсні константи. Вважасгься, що роз­
в'язок існує на всій дійсній осі.

Одностороннім розв'язком рівняння (1) називається функ­
ція у(х), яка на півосі х>л*0 диференційовиа принаймі п раз і
задовольняє диференціально-різницеве рівняння (1) (в точці х0
слід розуміти односторонню похідну). Двохсторонній розв'язок 
має таку властивість на всій дійсній осі.

Основний результат Е.Шмідта для рівняння (1) полягає в 
тому, що двохсторонній розв’язок рівняння (1) зростає разом зі 
своїми похідними до п-го порядку включно не швидше, ніж скі­
нченний степінь х  і визначається з точністю до лінійної комбі-
нації £  С ^ ( х ) ,

у-У
де фї/(^)=  хуе*іХ,у = 0 ,1 ,...,і^1;$у, - нулі характеристичної 
функції

к = \ к-1
<7л

+ 2 Х * е ~ “4' (2)

о у -кратність нуля якщо / (х ) =  0 x̂1° ^  = сонні.
Розв'язок зображасгься у вигляді комплексного інтеграла. 

Характерно, що припущення відносно Д, кєЯ і Д(. к > 0 не є
обов’язковим. Для доведення збіжності ряду Фур’с при вивченні 
рівняння

у (л )=  ау(х - 1)
О. Полосухіпа [80] досліджувала корені характеристичної функ­
ції

/і(у)= н - а е  5.
Це дало можливість оцінити відповідні лишки. 

13 цій же робочі досліджується рівняння



/ ( * ) =  а(х)у(іа (.*))+ Ь(х )  (а < х  < Ь,а < а(л*)< /?). 
а також аналогічні рівняння вищих порядків шляхом зведення їх 
до інтегральних рівнянь і застосування теорії Фредгольма. При 
відповідних умовах доводиться існування і єдиність розв’язку, 
якщо а(л*)< х.

Як відзначено в роботі [71], починаючи приблизно з 1934 
року різко збільшується кількість застосувань диференціально- 
різницевих рівнянь до вивчення найрізноманітніших питань те­
орії автоматичного керування, теорії ймовірностей і деяких ін­
ших теорій [15,107,111].

Ряд важливих результатів, що стосуються дослідження 
нулів трансцендентної функції (2), яка виникає при розв'язуван­
ні рівняння (1) методом Ейлера, отримано в роботі [82].

В даний час дослідженню та застосуванню диференціаль­
но-різницевих рівнянь присвячено досить багато літератури. 
Відзначимо фундаментальну роботу А.Д. Мишкіса [73], присвя­
чену якісній теорії лінійних диференціальних рівнянь першого і 
другого порядків з запізнюючим аргументом, монографію 
Е.Пінні [78], в якій основна увага приділяється лінійним дифе­
ренціально-різницевим рівнянням із сталими коефіцієнтами та 
досліджуються рівняння з малими нелінійностями, а також мо­
нографії Р.Беллмана і К.Кука, Л.Е.Ельсгольца [115,116] і 
С.Б.Норкіна [75].

Обширна і досить повна бібліографія робіт, присвячених 
теорії диференціально-різницевих рівнянь та їх застосуванню, є 
в оглядових статтях [71,72,32,33,106].

Однак, як диференціально-різницеві, так і інтегро- 
різницеві рівняння в замкнутій формі розв'язуються тільки в ви­
ключних випадках. Тому все більшого і більшого значення на­
буває розробка наближених методів розв'язування таких рів­
нянь.

Наближеним методам розв'язування диференціально- 
різницевих рівнянь присвячена порівняно невелика кількість 
робіт, в той час як для диференціальних і інтегральних рівнянь 
ці питання детально викладені в монографіях І.С.Березіна і 
И.ГІ.Жидкова [7], П.С.Бондаренка [11], Ю.В.Воробйова [16], 
Л.В.Канторовича і В.І.Крилова [35], Л.Коллатца [43],



М. Кравчука [45], А.Н.Крилова [49], Н.М.Крилова [50], 
Ш.Е.Мікеладзе [63], В.Е.Мілна [64], С.Г.Міхліна і 
Х.Л.Смоліцького [66], Ю.Д.Соколова [92] та інших авторів.

З наближених методів розв'язування диференціально- 
різницевих рівнянь найбільше розповсюдження отримали: метод 
Ейлера і параболічні методи, метод розвинення за степенями 
запізнення, проекційні методи, ітеративні методи; методи, 
зв'язані з перетворенням Лагіласа, асимптотичні методи і графі­
чні методи. Зупинимось на деяких проекційних та ітеративних 
методах.

До проекційних методів відносяться методи Рітца, 
Б.Г.Гальоркіна, найменших квадратів, моментів, а також деякі їх 
модифікації.

Метод Б.Г.Гальоркіна, який є більш загальним, ніж метод 
Рітца, і який широко використовується при розв’язуванні різних 
задач математичної фізики і техніки, був вперше запропонова­
ний в 1915р. академіком Б.Г.Гальоркіним [17] для наближеного 
розв’язування диференціальних рівнянь. Довгий час він застосо­
вувався для розв’язування різних прикладних задач без строгого 
математичного обгрунтування. Збіжність методу Б.Г.Гальоркіна 
вперше була доведена Г.І.Петровим [76] при розв'язанні задачі 
про стійкість руху в'язкої рідини, але загальні результати з об­
грунтування методу Б.Г.Гальоркіна вперше були отримані в 
1942 році академіком М.В.Келдишем [38]. Пізніше цей метод 
досліджувався і узагальнювався в роботах Л.В.Канторовича 
[34], С.Г.Міхліна [65], М.А.Красносельського [46, 47],
Н.І.Польського [81] та інших авторів.

Проекційні методи застосовувалися для розв’язування рі­
зних задач, що описуються диференціально-різницевими рів­
няннями. В роботі С.С.Гайсаряна [29] результати М.В.Келдиша 
[38] переносяться на випадок лінійних диференціально- 
різницевими рівнянь 2-го порядку. В.Б.Колмаиовський 144] об­
грунтував застосування методу Б.Г.Гальоркіна до лінійних ди­
ференціально-різницевих рівнянь з відхиляючим аргументом.

К.Б.Бараталієв [2]застосував метод Б.Г.Гальоркіна для на­
ближеного розв’язування крайової задачі



|х (0 )= л -(і)= 0 ,

1 4 ) = о ^ < о .
Вважається, що функції /?(/)> 0,</& (/)</, ( / ) ! ,( / )  

(у = \,2,...,у ) при і є [0,1] неперервно диференційовиі;
/ ( 7 ) , ' ' о ( О Л (1=1, . . .^ )-неперервні функції;
Я, - взагалі кажучи, комплексний параметр, такий, що задача 
(3),(4) має єдиний розв’язок. При цих умовах доведена збіжність 
методу Б.Г.Гальоркіна. В цій же роботі доведено збіжність ме­
тоду найменших квадратів при застосуванні погодо наближено­
го розв'язування крайової задачі (3),(4), якщо 
<7/(0 = 0;у = 1,2,...,у .

В.П.Рубаник і В.С.Шкільнюк [84] застосували метод ква­
дратів для лінеаризації квазілінійного рівняння з запізшоючим 
аргументом другого порядку.

В роботі С.Б.Норкіна [75] вивчаються умови застосування 
методу моментів для знаходження власних значень і власних 
функцій різних крайових задач з запізненням, зокрема розгляда­
ється крайова задача для рівняння

/ ( * ) +  Ьу(х) + М (х)у(х  -  Д(д-) = 0 (5)
з крайовими умовами

Г з < 0 )= > < я )= 0 , .
/ / \\ при х -  Д(л* )< 0,}'(х -Д(х))= 0 V / .

де функції М (л) і д(х)> 0 неперервні на підрізку 
комплексний параметр. Ця задача зводиться до 
різницевого рівняння

(6 )

[О,ті] А,-
інтегро-



! * ( * ) =  ] к ( * , $ И ) я -  -І- \ к ( х ,с Л м £ : Н  - М ф і , .
^  о о

- х ) .

Ф  - О
я

-,0< £  < х,

,Х < 4  < Я .

що якщо функція Л(л) кусково-

(7)

Виявляється,
диференційовна і

іпГ(і -  А'(;с))= т > 0,
[о.«Г

то можна застосувати метод моментів для обчислення власних 
значень і власних функцій крайової задачі (5),(6). Але умова (7) 
є досить жорсткою, бо вона виключає випадки, коли на деякому 
внутрішньому інтервалі, що належить відрізку [0,я ], 
х  -  А(х)= соп5і. А.М.Зверкін показав, що наявність таких ін­
тервалів приводить до необмеженості оператора Р, який визна­
чається рівністю Ру = М (х)у(х  -  А(х))

С.Б.Норкін показав, що якщо
А /  ч [ 0,0 < * < д,

х  -  Д(х)= < . V

[х-А Д хД я < х < п ,

де кусково-диференційовна функція Д,(л*) неперервна на інтер­
валі (а ,я], А .(д)= я і

іпГ(і -  А'.(х))= т. > 0 ,
М І

то оператор Р буде обмеженим за нормою і в цьому випадку та­
кож можна застосувати метод моментів для знаходження влас­
них значень і власних функцій крайової задачі (5),(6).

В.Б.Колмановський [44] ілюструє схему застосування 
методу моментів до наближеного знаходження власних значень 
і власних функцій для інтегро-диференціальиого рівняння з від­
хиляючим аргументом



_У(2,,)(а)+  Ху(х)+ М  (а);'(а -  д (а))+ ^у(і)к(х,і)сІІ = - / ( а)
о

До ітеративних методів відносяться класичний метод по­
слідовних наближень, метод Ньютона, метод найшвидшого спу­
ску, метод Чаплигіна та їх модифікації.

Ідея методу послідовних наближень виникла ще в 18 сто­
літті при розв'язуванні різних задач небесної механіки. При до­
слідженні лінійних диференціальних рівнянь цим методом ко­
ристувався Ліувілль [55], а до задач теорії потенціалу його за­
стосував Нейман [74], але як самостійний метод математичного 
аналізу він склався лише в 1893 році після опублікування робо­
ти Пі кара.

В роботі Беллмана [4] досліджується рівняння
у  (х)= а Ж ) +  а2у(х  -1  )+Ь,(х)у(х)+ Ь2 (х)у(х - 1)+

+ (8)
/+)>2

при досить малих функціях Ь{(хУЬ2(х) і при відповідних обме­
женнях на ряд, що стоїть в правій частині (8). Операційним ме­
тодом рівняння (8) зводиться до інтегро-різницевого рівняння, 
яке розв'язується методом послідовних наближень. В цій роботі 
вивчається поведінка розв’язку при а —> оо .

Суть методу послідовних наближень в застосуванні до ін­
тегро-різницевого рівняння

І}

- д ( 0 ) к  (9)
а

полягає в тому, що, виходячи з довільної функції у0(а), яка на­
лежить тому ж простору, в якому розглядається рівняння (9), 
послідовні наближення знаходяться за формулою

і)

У„ (■>■-)= ф (-»■ ) і  ■ X [ / б , -1 £  )  -, І  ”  А(х ))]*  і = Є2,—

Якщо функції <р(ї) та /  [..] неперервні і функція 
Л . А М - & Ю ) ]  задовольняє умову Ліпшіца по другому і



третьому аргументах, то при достатньо малому |Л.| послідов­

ність як показано в роботі [114] , рівномірно збігається
до єдиного розв’язку у(х) рівняння (9). Цей результат легко 
отримується за допомогою принципу стислих відображень [61], 
до якого приводить метод послідовних наближень, і який впер­
ше був сформульований в 1922 році С.Банахом [1].

Ітеративний метод і деякі його модифікації в застосуванні 
до наближеного розв’язання диференціальних рівнянь з запіз­
ненням, функціональних і різницевих рівнянь розглядались в 
роботах М.Квапіша [36,37], в яких використовувались деякі ідеї 
Т.Важевського [12-14].

В ряді робіт для наближеного розв’язування диференціа- 
льно-різнецевих рівнянь застосовувався метод Чаплигіна.

В статті Г.М.Жданова [ЗІ] доводиться теорема Чаплигіна 
про диференціальні нерівності для системи диференціальних 
рівнянь з запізнюючим аргументом
у 'і (9 =  / , Бі>'і (*)•••> уНх); у , (*-  д ((*)) • • •. Ук (* -  А * (* ))] '= і.2, •••,* ,
при умові, що праві частини -  неперервні функції по всіх аргу­
ментах і мають неперервні невід’ємні частинні похідні по всіх 
аргументах, починаючи з другого, а також розглядається основ­
на початкова задача з неперервними на початкових множинах 
початковими функціями і наводиться алгоритм для побудови 
двохсторонніх наближень.

В більш ранній роботі Е.І.Клямко [39] будуються лише 
односторонні наближення при вивченні умов застосування ме­
тоду Чаплигіна до наближеного розв’язування диференціально­
го рівняння з запізнюючим аргументом

/ ( * ) =  ^[*0'(*-А(л-))]
В обидвох випадках доведена збіжність пропонованих алгорит­
мів до розв’язку відповідних задач.

А.Д.Мишкіс [73] показав, що при деяких умовах результа­
ти Г.М.Жданова переносяться на більш широкий клас рівнянь, 
які містять довільну кількість запізнень, залежних, взагалі кажу­
чи, від шуканих функцій.



Метод Чаплигіна застосовувався також до наближеного 
розв'язування інтегро-диференціальних рівнянь з відхиляючим 
аргументом в роботі К.Б.Баратапієва [2).

Перевага ітеративних методів перед іншими в простоті 
обчислювальної схеми, що дає можливість легко реалізувати їх 
на обчислювальних машинах. Але круг задач,які розв’язуються 
ітеративними методами, обмежений тим, що ці методи не зав­
жди збігаються, а якщо збігаються, то дуже повільно. Область 
застосування проекційних методів значно ширша від області 
застосування ітеративних методів, але їх недолік полягає в тому, 
що часто доводиться розв’язувати системи алг ебраїчних рівнянь 
високого порядку, а це зв’язано з великою обчислювальною ро­
ботою особливо при розв’язуванні нелінійних рівнянь. Проек­
ційні методи найкраще проілюструвати на операторному рів­
нянні

Ах = / ,  (10)
де А -  лінійний оператор, який переводить гільбертів простір Н 
в себе, /  - відомий елемент, х  - шуканий елемент простору Н. 
Наближений розв’язок рівняння (10) шукається у вигляді

8* = Х О Р і  о  о
1-І

де С, - невідомі константи, {р/ } - повна лінійно-незалежна сис­
тема елементів простору Н.

Згідно методу найменших квадратів коефіцієнти С, знахо­

дяться з умови мінімуму норми нев’язки ||є|| = —/ | ,  в

методі Б.Г.Гальоркіна коефіцієнти Сі знаходяться з умови 
(є,ф ,)= 0, а в методі моментів -  з умови (є,ц/(.)=  0 , де {|/( } -
інша лінійно-незалежна система елементів простору Н. Метод 
Рітца є частинним випадком методу Б.Г.Гальоркіна. Підвищення 
точності наближеного розв’язку в проекційних методах відбува­
ється за рахунок збільшення к . Але може статись так, що при 
к2 > ку наближення 8А буде значно гіршим, ніж наближення

8 /( . Це явище відсутнє в збіжних ітеративних методах, в яких



ітеративних методах, в яких наступні наближення завжди краші 
від попередніх.

В останній час з появою швидкодіючих обчислювальних 
машин почали розвиватись проекційно-ітеративні методи, які 
ввібрали в собі кращі риси проекційних та ітеративних методів. 
Ці методи характерні прискореною збіжністю ітеративних про­
цесів, а це дозволяє розширити круг задач, що розв’язуються 
цими методами і зменшити кількість обчислень. Першим пред­
ставником проекційно-ітеративних методів був метод осерсд- 
иення функціональних поправок, запропонований в 1952 році 
членом-корреспондентом АII УРСР, професором Ю.Д.Соколо­
вим [92] для наближеного розв'язування диференціальних і інте­
гральних рівнянь типу Фредгольма, Вольтерра, для розв’язуван­
ня крайових задач.

Ідея методу осереднення функціональних поправок в за­
стосуванні до інтегрального рівняння типу Фредгольма

у(х)=  Ф(*)+ X \к(х і,У [х4,
а

полягає в тому, що послідовні наближення знаходяться за фор­
мулами

У,Хх) = +  ; « = 1.2,... ,
а

де
1 ^

« „  =  7—  і\уЛх) - у„-<(* )} & ; ->'0('-‘) =  о ■
ь ~ а :

В такій формі метод осереднення функціональних попра­
вок є виключно простим з обчислювальної точки зору, має ши­
року область застосування і збігається значно швидше від мето­
ду послідовних наближень за рахунок введення функціональних 
поправок а „ .

В подальшому метод ІО.Д.Соколова розвивався і узагаль­
нювався в роботах багатьох авторів. Перш за все слід відмітити 
роботи Е.А.Чернишенко [108-110]. А.ІОЛучки [57-60], 
М.С.Кургіеля [53], В.І.Тмвончука [94-96],



Е.А.Чермишенко [108] застосувала метол осереднеиня фу­
нкціональних поправок до наближеного розв’язування операто- 
рних рівнянь виду

х  = Ах (12)
в повному нормованому просторі і довела збіжність алгоритмів

Х„ = Л(а-„_, + «„), 
де а„ = $ ( х „ - а„_,); п = 1,2,... ,
5 -  деякий лінійний оператор осереднеиня, А -  взагалі кажучи 
нелінійний оператор при умові

9/,(і + 2||5||)<1, (13)

ц л - коефіцієнт Ліпшіца оператора А . Умова (13) дуже обме­
жуюча, бо для збіжності методу Ю.Д.Соколова, як пізніше ви­
явилось [53], достатньо умови

Чл < 1
В роботі [109] вперше було запропоновано за оператор 

осереднеиня 5 брати проекційний оператор, який проектує ба- 
нахів простір Е на його підпростір Е з базисом, що складається 
з п ортонормованих функцій {р, (;с)}, / = 1,2,...,п . Але достатні
умови збіжності запропонованого Е.А.Чернишенко алгоритму 
для розв'язування лінійного операторного рівняння

х = /  + Ах
були досить обмежуючими, а оцінки похибки п -го наближення 
грубими. Зокрема, в випадку лінійного інтегрального рівняння 
Фредгольма

і)

у (х)= < ? (х)-г> ,\ к(х їМ ь№
а

в просторі Ь2(сі,Ь) отримано гаку достатню умову збіжності 
/> />

X211 К2(а- (і + 2СкУ <1 (14)
а а

причому СА. >0, Ск —> оо при // —> оо. Умова (14) не гарантує 
збіжність методу осереднеиня функціональних поправок навіть 
для таких X . при яких метод послідовних наближень збігається.



А насправді, як показав А.Ю.Лучка [57]. метод осерсднепня фу­
нкціональних поправок має значно ширшу область застосуван­
ня. ніж метод послідовних наближень.

Метод ІО.Д.Соколова застосовувався до знаходження вла­
сних значень лінійного оператора А в гільбертовому просторі 
[108], до наближеного розв’язування задачі Коші для звичайних 
диференціальних рівнянь [110], а також для розв’язування при­
кладних задач [19,27,28,101-104].

Глибокі та всесторонні дослідження теорії і застосування 
методу ІО.Д.Соколова та його модифікацій до лінійних операто- 
рних рівнянь в банаховому і гільбертовому просторах зроблені 
А.Ю.Лучкою і підсумовані в його монографіях [57,59,60]. В од­
ній із робіт А.ІО.Лучки вивчається рівняння

А х -  /  + В х , (15)
де А, В - лінійні оператори, що діють з банахового простору Е| в 
банахів простір Е2, /  є  Е2, х -  шуканий елемент простору Е|. В
припущенні, що існує обмежений обернений оператор А~1, бу­
дується алгоритм

Л.ї„ = /  + £(*„_, + а „ ) . (16)
де а„ визначається з рівняння

■?а„ = Р $ (х„ -х„_,)я = 1,2...
.5і- деякий лінійний оператор, що діє з простору Е, в банахів 
простір Е3, такий, що існує обмежений оператор 5"”1, Р -  проек­
ційний оператор, що проектує простір Е? на його підпростір Е3.
В залежності від того чи іншого вибору оператора 5 можна 
отримати різні модифікації методу осереднення функціональних 
поправок.

Необхідною і достатньою умовою збіжності за нормою в 
Е, алгоритму (16) до єдиного розв’язку рівняння (15) при будь- 
якому /  є Е2 є умова

£"|<1 (17)
для деякого п, де і  = (/ -  Р%[ -  8А ''В $-'Р ^ Л ’'В 5 ''( і  -  Р),



/ - тотожній оператор, якщо існує обмежений обернений опера- 

тор ( / - 5 /Г 'Я .Г '/3) '
Але умову (17) важко перевірити, тому зручніше користу­

ватись такою достатньою умовою збіжності алгоритму (16):
ІІЛ 1 < 1

Якщо оператор ЗА 'ВЗ 1 цілком неперервний і простір Е3 
має розмірність АГ, то

Н М І = ° -к—*а> 11

де = ( / -  Р, X/ - 8А^'В5 'Рк) '& Г 'й .Г '( /  -  рк). тобто зав- 

жди виконується умова |/,А| < 1 (завжди можна вибрати розмір­
ність простору Е3 так, щоб алгоритм (16) збігався).

У випадку самоспряженості оператора ЗА~'ВЗ~1 і якщо 
Х5Р- оператор ортогонального проектування, то достатня умова 
“̂ збіжності методу ||А I < 1 буде і необхідною.

. . Якщо оператор ЗА 1 В3~* діє в гільбсртовому просторі Н,л і
Рк - оператор ортогонального проектування і при деякому к 

0 ||А,|| < 1, то при будь-якому т > к

3  К І Н І К И -
Звідси випливає, що із збіжності методу при деякому к 

відразу слідує збіжність при т > к . А при виконанні достатньої 
умови збіжності методу послідовних наближень в гільбертовому 
просторі Н метод ІО.Д.Соколова збігається при будь-якому ви­
борі оператора ортогонального проектування/^ . У випадку са-

моспряженості оператора ЗА~'В З' із збіжності методу послі­
довних наближень завжди випливає збіжність методу осеред- 
нення функціональних поправок при будь-якому виборі опера­
тора ортог онального проектування Р, .

Застосування методу оссреднення функціональних опра­
вок і його модифікацій до беі мшшцц шиє маже м ад гоора+ч-н-нл-—
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диференціальних, інтегральних і інтегро-диференціальних рів­
нянь, а також до розв'язування задач Діріхле і Неймана для рів­
няння Пуассона розглядались в роботах [57.59,60]. В роботі [581 
вивчається нестандартний ітераційний процес (проекційний 
оператор в кожному наближенні залежить від номера набли­
ження) наближеного розв’язування лінійних оператбрних рів­
нянь.

Питанням теоретичного обгрунтування і практичного за­
стосування деяких загальних проекційно-ітеративних методів 
розв’язування лінійних і в основному нелінійних операторних 
рівнянь присвячені фундаментальні дослідження М.С.Кургюля, 
які лягли в основу його монографії “Проекційно-ітеративні ме­
тоди розв’язування операторних рівнянь” [53].

Вкажемо тільки деякі результати М.С.Курпеля, що торка­
ються наближеного розв’язування загального нелінійного опе- 
раторного рівняння

х  = Тх (18)
де Т - оператор, що діє в деякому банаховому просторі Е, х -  
шуканий елемент простору Е.

Згідно з методом осереднення функціональних поправок 
для наближеного розв'язування рівняння (18) будується алго-
ритм

х„ = т(х„., +а„), (19)
де

II А 1 і

Р - оператор, який проектує простір Е на його підпростір Е*.
Алгоритм (19) може збігатись навіть тоді, коли звичайний 

ітераційний метод розбіжний. Якщо виконується умова збіжнос­
ті дт <1 {с}т- коефіцієнт Ліпшіца оператораТ ) звичайного ме­
тоду послідовних наближень, то завжди буде збігатись і метод 
ІО.Д.Соколова, причому, судячи по оцінках, швидкість збіжнос­
ті останнього буде не меншою від швидкості збіжності методу 
п ос л і до в н и х п аб л и же н ь.

М.С.Курпель в різних просторах встановив ряд менш об­
межуючих достатніх ознак збіжності алгоритму (19)



є -  4&г <1 є -  , (,°ТЬ \ л 1 ’ ^ 2  / ~
1 Ург л] і ~<1рт

£* — с1<2го + с1<2тг̂  (іргрУ■ сірго < ^ 0  — 1 Р  ’
а також відповідні оцінки похибки /7-го наближення. З умов 
(20) видно, що для покращення збіжності оператор Р слід 
вибирати близьким до тотожного.

Якщо Тх = Е (х ,х ), де Р  - такий оператор, що / г(м, у) є Е
при и є  Е  і у є /Г, то виходячи з довільного наближення 

є  Е , наступні наближення х ^  до розв’язку рівняння (18) 
визначаються рівняннями

Л »  =  Ф 4 і = 1,2,... , (21)

де Ф* можна знайти за формулами
Ф ,(и , у) =  Е (и,у) ,  Ф .(« ,у) =  і =  1 , 2 .

Виявляється, що якщо оператор Е слабо залежить від 
другого аргументу (тобто його константа Ліпшіца по другому 
аргументу невелика), то швидкість збіжності методу збільшу­
ється. Оператор Е  слід вибирати так, щоб нове рівняння можна 
було легко розв’язати. В залежності від вибору оператора Е  
отримується той чи інший алгоритм.

Частинний випадок алгоритму (21) (к = і) в загальному 
вигляді розглядав польський математик Т.Важевський. Якщо ж 
при цьому

/г(м,у)= РТи -і- {УТу або /7(и, у)=  Т(Ри + О у) , 
то отримуються алгоритми, які узагальнюють метод 
Ю.Д.Соколова.

При умові р + с{< 1 ( р,Ц - константи Ліпшіца оператора 
Е  відповідно по першому і другому аргументу) рівняння (21) 
єдиним чином розв’язні ВІДНОСНО А’̂ при будь якому к і 
лА ' є Е , І ПОСЛІДОВНІСТЬ фг ) збігається до розв язку л* рів­
няння (18) з оцінкою похибки

\\х - *<">!<є;-"*’(1 -Е ,У||д0)- >  '>|, 1 < Р < Н ,



е,. < і-

причому є„, < є А, при т > к .
В застосуванні до інтегральних рівнянь викладений вище 

метод узагальнює також метод полос Г.М.ГІоложія і 
ГІ.Й.Чаленко [79].

М.С.Курпель розглядав також деякі частинні класи нелі­
нійних операторних рівнянь -  скінченні і нескінченні системи 
нелінійних алгебраїчних (трансцендентних) і інтегральних рів­
нянь, отримав ряд достатніх ознак збіжності різних алгоритмів і 
відповідні оцінки похибки п-го наближення.

Основний варіант методу Ю.Д.Соколова в застосуванні до 
інтегральних рівнянь Вольтерра

З'(*)=ф(*)+ '^К(хХ ) у (^У ^  , (22)
а

де задані функції (р(х) і розглядаються відповідно в
областях а < х <а + к і а <£,< х  < а + к , порівняно з методом 
послідовних наближень має той суттєвий недолік, що його збі­
жність до розв’язку відповідного рівняння доводиться не на 
всьому розглядуваному проміжку [#,я + Л], а на деякій його 
частині [а,А0], к0 <а + к .

В роботах В.Ш.Тивончука [94-96] в різних просторах бу­
дуються і досліджуються нові варіанти методу осереднення фу­
нкціональних поправок для наближеного розв’язування лінійних 
інтегральних рівнянь типу Вольтерра і лінійних інтегральних 
рівнянь змішаного типу, в яких усунуто вищезгаданий недолік.

Зокрема, для наближеного розв'язування рівняння (22) 
будується алгоритм

Л
ф(.ї)+ \к(х&Ху„_,і ) + а,,(л)}Д; ; = 1,2,... (23)

(і

де



< *„(*)=— —  ; )’о (* )= 0 ,х - и  *'а

в просторі С обмежених вимірних функцій доводиться рівномі­
рна збіжність цього алгоритму до розв’язку >'(х)є С рівняння 
(22) на всьому розглядуваному відрізку \а,а + //], отримані різні 
оцінки похибок /2-го наближення.

Л.Е.Кривошеїн і К.Б.Бараталієв [48] досліджували засто­
сування методу осереднення функціональних поправок до на­
ближеного розв’язування двохвимірних нелінійних іитегро- 
диференціапьних рівнянь з відхиляючим аргументом.

В роботах Б.Г.Мосолова [68-70] вивчались нелінійні інте- 
гро-диференціальні рівняння та системи таких рівнянь, лінійні 
операторні рівняння, а також узагальнено один варіант методу 
Ю.Д.Соколова, запропонований ІО.М.Молоковичем [67]. Дослі­
дженню методу осереднення функціональних поправок присвя­
чені також роботи [6,10,85,86,93,98,100].

Однак, при умовах, які значно виходять за межі застосу­
вання методу послідовних наближень у випадку нелінійних рів­
нянь поки що не вдається довести збіжність методу осереднення 
функціональних поправок. Заслуговує на увагу вивчення стійко­
сті методу Ю.Д.Соколова та його узагальнень, а також застосу­
вання його до стохастичних рівнянь.

До наближеного розв’язування інтегро-різницевих рівнянь 
метод осереднення функціональних поправок вперше був засто­
сований в роботах [2,3,48].

К.Б.Бараталієв для наближеного розв’язування інтегро- 
різницевого рівняння

2* пі

у(х)=  Ф (-'•')+ К < (*£ М ч'  . (ь Ж  (25)
ч і~0

в просторі С пропонує такий алгоритм
Ь ш

У„ (х )=  Ф (х )+  І Е  К , (х А Уу„-,4' і ( 0 + а  Ї 4 . <26)
а '=®



< * „ ,= - • л, = М ',(6 )-Й ^0 ,
/ II

У о = ° -

припустивши, що /Г(^|;4(д:)і^)=0 при лє[я,б], і 
Доведена збіжність алгоритму (26) до розв’язку рівняння (25), 
але отримана достатня умова збіжності є досить обмежуючою, а 
оцінка похибки /;-го наближення -  грубою. Недолік алгоритму 
(26) полягає ще й в тому, що в особливому випадку, коли почат­
кова множина вироджується в точку, всі функціональні поправ­
ки а т = 0 , тобто алгоритм (26) в цьому випадку вироджується у
звичайний процес послідовних наближень.

В роботі [2\ метод Ю.Д.Соколова застосовується до на­
ближеного розв’язування крайової задачі (3), (4) у випадку, коли

<іЛ)= <7У(0=  о ( 0 = ° ;  і  = ід . - ,  V,
яка спочатку зводиться до інтегро-різницевого рівняння, а в [3]- 
до наближеного розв’язування лінійних двохвимірних інтегро- 
різницевих рівнянь. В статті [48] алгоритм (26) розповсюджу­
ється на нелінійні двохвимірні інтегро-диференціальні рівняння 
з відхиляючим аргументом. Для наближеного розв’язування рі­
вняння (25) при а — 0 , Ь = 1 К.Б.Бараталієв пропонує також 
алгоритм, в якому функціональні поправки визначаються з умо­
ви мінімуму відповідного функціоналу.

Не дивлячись на те, що теорія інтегральних рівнянь роз­
роблена досить повно в книгах [40,56,65,77,83,87,88,97], питан­
ням наближеного розв'язування інтегро-різницевих рівнянь 
присвячено дуже мало робіт.

В даній роботі досліджується питання застосування мето­
ду Ю.Д.Соколова до наближеного розв’язування як лінійних, 
так і нелінійних інтегро-різницевих рівнянь і їх систем, а також 
до деяких прикладних задач теорії імпульсних екстремальних 
систем автоматичного керування.

В першому розділі розглядаються лінійні інтегро- 
різницевІ рівняння та їх системи в просторах 1} і і ' ' . Отримані 
достатні умови збіжності, вііведепі оцінки похибок п -го



наближення. Пропоновані алгоритми ілюструються на прикла­
дах.

Другий розділ присвячений розробці деяких алгоритмів 
наближеного розв’язування нелінійних інтегро-різницевих рів­
нянь та їх систем, як з врахуванням відхилення аргументів, так і 
без їх врахування. Досліджуються нелінійні інтегро-різницеві 
рівняння типу Гаммерштейна і деякі класи інтегро-різницевих 
рівнянь в просторі С, якими описуються задачі автоматичного 
керування. Доводиться збіжність пропонованих алгоритмів і 
виводяться оцінки похибки /2 -го наближення.

Третій розділ має прикладний характер. Тут досліджують­
ся три імпульсні екстремальні системи з модуляцією (ІЕСМ): 
різницевого типу, звичайного типу і система з двома спробними 
кроками, а також вплив випадкових збурень на роботу дискрет­
них та неперервних опгимізаторів пропорційного типу. Виво­
дяться нелінійні інтегро-різницеві рівняння відносно спектраль­
ної густини похибки для імпульсної екстремальної системи з 
двома спробними кроками. Отримані інтегро-різницеві рівняння 
є частинними випадками тих рівнянь, які розглядаються в дру­
гому розділі. З достатніх умов збіжності методу осереднення 
функціональних поправок отримані достатні умови обмеженості 
дисперсії похибок пропорційних імпульсних систем екстрема­
льного керування при дії випадкових збурень. Розглянуто при­
клади конкретних ІЕСМ.

Основні результати даної роботи опубліковані в статтях 
[18-28,101-104].
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Н а б л и ж е н е  р о з в ’я з у в а н н я  л і н і й н и х  і и т е г р о - 
р і з н и ц е в и х  р і в н я н ь
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ФУНКЦІОНАЛЬНИХ ПОПРАВОК В ПРОСТОРІ ]}  .

Розглянемо лінійне інтегро-різницеве рівняння
пі

у (х )  = Ф (х )+  X К г (а-Д ) у(І|/ £  )> /); , (1.1)
,1 г=0

в якому: 1) функції <р(х), АГ,.(л',^)є 1} - є дійсні і визначені від­
повідно в областях: [<7 - т 0,Ь \  а < х  < Ь , а <£, < Ь , де

0 < * - \ | / г (л ')< т0 < // при л 'є [д ,б ], І і - Ь - а Ф  0 ; 

2 )К г( х Л ) = 0 при (2.1)

г = 0,1,2,...,»/; /  = 0,1,2,...,/» ; і |/,(а )- монотонні неперервно-
диференційовні функції; 3) X - регулярне значення.

Для наближеного розв’язування рівняння (1.1) методом 
Ю.Д.Соколова в першому наближенні покладено

у Х х ) = Ч > ( х ) + х \^ К г( х А К г ^ > (3-І)
а г -  0 

ДЄ
1 ^

( 4 1 )
а

Підставивши (3.1) в (4.1), дістанемо
п\

« і г  - ^ О г Р - и  = К ’ ( 5 . 1 )
1=0

де
І /і і > .  /і

«,і = - \ \ к А \ ' • К  = - | ф (ф , ( а ))/а . (б .і)
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Тоді функціональні поправки аоднозначно визначаються з 
системи (5.1)

1
а" =Щ )^іЬ]Мгі̂

де М г/(Х) - алгебраїчне доповнення елемента, що стоїть на пе­
ретині /*-горядкаі /-го стовпця визначника 

В п -му наближенні покладемо
І)'от

>'»(Л')=ф(ї)+ :'-]Х л:г(«.4Ь'„-І(ч',(0)+а„гМ . (8-1)
г г=0

де

а «г 5„(Л')=У„(Л') - Л . |( Л'); я = 2,3,... (9.1)
(І

5 |( Х)= 1 '|(* ) -
Підставивши (8.1) в (9.1), для визначення функціональних по­
правок а яг отримаємо таку систему рівнянь

ш
а „ г - ^ 'Е “гР„і =ьт, ( 10. 1)

/=0
в якій

*.г = 7  ))-«„■ ,/]/« /£ ,. (11.1)
П а а /=0

При виконанні умови (7.1) з системи (10.1) однозначно 
знаходимо

1 ......................
( 12. 1)

’ т̂ ~ и Л х ) :



г г і
5 „ ( і', (•' ))=  ̂|Х к і(м'. ) і ? / (4))+««/-«»-І./ К  •(13-1)

„ / = 0
ч т " " ііі г _

7 7 7 7 г*; X м « (?- ) |  IX к > (V, м л  (V, й  ))
п и \К )г=о „ о і=о

о ..., =

1. Рівності (13.1), (14.1) можна зобразити так:
(14.1)

Ш 99
5„(ч'г(*))= ?*Х \[КА\',(*Ю -'М і', (Л Ж Л і'/О -

і=о „
т ;;;

-> - Х « „ - , ,х ,Л ^  + х .л Х а „,А:/^,СЛ)- ( І5->)
/>=0 / -0

л />і /і; А /;
а.,/ = Щ ) Х ^ ( Л Х  ^,(ч/ , ( ї )Ф „ - ,^ /(4 ) )-

- ^ Х Т7<а » - І , Л ^  . (16.1)
/7=0

1 у
де АГ, ( |/,.(*))= -  | аГдц/, (л)4)Л£, , хрІ - довільні параметри.

п
Справді на підставі того, що
ь
\ [к , ( |/ , (л-)£ ) -  К , (ц/, ( л ) ) ^  = 0 , маємо

П

Я * Ж , ( * Ю -  М уЛЛ).
т

5„-і(ч// 0 - ^ Х а«->.Л/>-0
<л =

п



Віднімемо відобидвох частим рівності (15.1) вираз X Ііга.ІШ ,
/»=0

піднесемо обидві частини до квадрату і проінтегруємо по .т. 
Отримаємо 

/»Г
Ф = [І І Г  ^ СІХ =■ ( * ) ) - ,’га п,.

/'=0

/ (ч> (л-))]і  н-і (ч' (4 Ж  +=л.:

/=о
пі

Де д „ ̂ , (*))= 8  „ ̂  г (* ))-  Xх, А , „ •
/,=0

В силу нерівностей Мінковського і Буняковського- 
Шварца маємо

1і І  ̂^
ЛЯЖ (Ж)- Жч'Ж)! ̂

(17.1)

+ Е К І ,  І Ж Ж О Ь Л *
/=о

Беручи до уваги (16.1), оцінимо а /(/

« і 5 % ^ Е " Д Л І > . . - , , № Ж ( * Ю - ^ ( ч - , С ') ) І '^  (« -О

аоо

К \  -  ^ | ^ )^ ^ ^ Д ^ ) Е № ( н ' , С О О -  і ш й  •(,9Л)

Де
Ф„., =ш ахФ „.м .



Нехай тй. = , де А'/(. = — [К/ (|/г (*))& . Тоді, ввівши
и  *

позначення
і) і) />

А1 = . = л | а:/(|/,.(л ))/.ї ,

на підставі ( і 7.1) і (19.1) будемо мати 
Ф
Ф— Ф І ' Н Е

Очевидно при виконанні умови

г., = |д.|тахі£ 4 4 - % < І(20. 1)

на підставі скінченності Ф ,, 1 ітФ я = 0, і, враховуючи (18.1),

а], —> 0 при п —» оо для всіх / ,  тобто

|5̂ /(л'Жг ->■ °-•> //--> оо
а

Легко переконатись, зробивши відповідну заміну зміних, що
ь

Ііш |5 2(лЛ&: = 0 , тобто послідовність функцій {уи(т)} збіга-«-> со 4 
а

ється в собі при виконанні умови (20.1). Тому в силу повноти 
простору А2 послідовність {у„(л‘)} збігається при я — > 0 0  до де­

якої функції у(л ')є » яка є розв’язком інтєгро-різницевого рі­
вняння (1.1)

2. Застосовуючи нерівність Буняковського-Шварца, з рі­
вності (13.1) отримаємо

Ф;„ = }^ ,іі ', (л-))-а,„ ]г/л-= {5Дч/,(л)>/.г-/;а,'. <
а а

пі

/-0
<(ш Н > - Е

1) І) /І
(-\ - )0 /лї/4 • /[?„ і ( ч '/0 - « » -І./ +<*„,} </£ “ Л аі =



= (»» + ! Х : Е ф : .-и ^  + ('” + 1 ^ І 4 ; а > - Л а , ; . . ( 2 І . і )/=О /=0

Просумувавши нерівності (21.1) по /*, будемо мати
/» III т- Ш
I X  ̂  (»>+і>^2Еф:-,, -1 - ( " > + Е а> •
г=0 /=0 1-0

ні

де /І2 -  тах ^ А 2г .
1 г=0

Легко бачити, що при виконанні умови
Є, =  *\//Д + 1|А.|/4 < 1

Ф' -» 0 для всіх /*.

( 22. 1)

Враховуючи (14.1) і (2.1), оцінимо а 2,
1 - /н і» І* І* І>

а ^ т т іч г '̂'+ | | 5„
\ К )  г = 0 /=0 „  „

ь

Таким чином, , а разом з ним і |б,^ (і/, (£, ))$ ; прямує до нуля

при п —> оо .
Повторюючи міркування п.І, приходимо до висновку, що послі­
довність Ш )  збігається до розв’язку інтегро- різницевого
рівняння (1.1). Отже, відома достатня умова збіжності методу 
послідовних наближень годиться і для методу осереднепня фун­
кціональних поправок у випадку лінійного іптсгро-різницевого 
рівняння виду (1.1)

3. Ввівши позначення

2„ ('І', (-»)) = У„-1 (V, (*))+ а„г • К ,,(£, )= і  (і|/, (л)£, } і х ,
I I

на підставі (8.1), (9.1), (13.1) дістанемо

ЗО



!' ш

2 , 0 , (*))=ф (ф , 0))+ х Ц  к „ 0 X, (ф , о  м  +
„ /=о

/• пі
+»■ I I  [*,(ф ,0 ) 4 ) -  0  Ж ,( ф,(4 № ■

а /=0

Звідси
й2„(ф,0))= 2„^л0'))~2„ і(ф,(0)=5»-і(ф,0))-а„-І, +«,„ =

пі і*
= Х2„, + ^ І  | # , , О , О № „ . , О , 0 М  > (23.1)

/=0 „
де

= !К ,О К (ф ,(О Н  я л 0 ,0 )О = * ,(ф,0 Ю - ^ ,0 )
/=0 „

Помножимо обидві частини рівності (23.1) на Кгр(х) і проінтег-
русмо по х , отриману рівність просумуємо по г . Тоді отримає­
мо

пі І’ т пі Ь Л
2„. = ^ £ г „ , |^ ( х > л  + х Х іЯ я „ ( ч - , ( х Х Х О >  2 , ^ , ( Ф ^ =г-0 ,, г-0 1-0 „ „

I I I I I I I I I "
= ^ І « (, г „ , + х І І  К Д К Ч0 , 0 ) > 4 .

г=0 /=0

ДЄ

я ,,, 0 )  = }я,„ 0 > / 0'  , 0 ) 4  X  = \[к г„ 0 ) - * Ф Т/г 0 , 0 ) 4  X  ■
а а

При виконанні умови (7.1) отримана система мас розв’язок
З 111 ^

2 ... = ^ і К 0 К - , ( ф,(4)>/4
де

^ к ,б)=  £  } ї х ,  М м о - ^ к О Д ^ Х (24І)

ЗІ



підставляючи вираз для 2„( в (23.1) і застосовуючи відомі нері­
вності, будемо мати

де ві =

Тим самим отримано таку достатню ознаку збіжності ал­
горитму (8.1), (9.1)

З (24.1) при т = К  випливає, що

(25.1)

^ ■ Ш <  Е т К ( к, ( Ж ) ь  ,
/7 =  0

де

« І7=0 )
З врахуванням цього достатня умова збіжності (25.1) в 

спрощеному вигляді записується гак

е; =т?хЦ в'' +б% )||7''4 /я'^ Да)0&
Достатню ознаку збіжності, аналогічну умові (26.1), мож­

на отримати і іншим шляхом.
Очевидно, рівність (13.1) можна зобразити так 

/•
• (27.1)

а

Тоді на підставі (9.1)

<1 (26.1)



т
5„(ч', (*))-«,„ = ^ Е  \Н ,У> Х А \і&  Ж

■ Таким чином
/=0,

А(К ,  = ^ |[5„ і\ ', (-0)- ї  <ІХ  ̂Н Е  ̂ й ' (Ф'.-и

При певному виборі параметрів т /;/ з рівності (16.1) слі­
дує, що

« » ,= т ^ - ч Е  Ї і Х Х Ф Д  ) -  * Л  ! „ - , ( /  л  Ж - . .
иУР-) І>=0 „ 9=0

Звідси, застосовуючи нерівність Буняковського-Шварца, легко 
отримуємо оцінку

А2
ИаІ, < — - > 1 Е ^ л /ф їЕ

/;=о
В силу цього

А2

^ - Щ ї в'гТ + йЩ|_/>=о
звідки зразу випливає така достатня умова збіжності {ул(л)}

-)2
Ні

Цт„рі/■’-О
<1 (28.1)

4. Беручи до уваги (15.1) і (16.1), робимо висновок, що

пі т п
д„ (і<, (-4)=5 „ (і» Т*))- ̂  Е т ,а ,.=*Е +/і-0 / -о „

/н /« ",
+ х £ [ аа: ^ і/ г( ї ) ) - 'с/,,К ,/ = { { я (ч ',( ^ )0 +

/-о



п л л і  К Х ч'Л-ї ) ) - ! , .  1 > х х ^ „  б ) -  к „, к ,  і & &  ж
*Л.л 2/>=0 ч -0 )

ДЄ

р, ^ Х хЮ =  Кііі’Л ' Ю -  КЛ \'Л Л )
Очевидно,

л/ ф Л = ] і К ^ гСЛ)/х ^

5ІЧ£ у}І|' Р'Ь ■ (л')4)+ -Щ І ,К -<!'.(>))-V .£ л'..(х&'>,6 ) - Ц  Л̂ 5 ■ ,/5^

Остаточно звідси дістанемо ще одну достатню умову збіжності 
досліджуваного алгоритму, яка узагальнює умову (20.1):

є, = Nли*Xі 11 {0(і',(0^)+ £'А' /■ ̂ ' (г))-т ̂ Е Л/*.(А&'*»І )~к/./1 <*«£ <1

(29.1)

§2. Оцінки похибки  П -го н а бл и ж е н н я .

При виведенні оцінок похибки п -го наближеня в кожно­
му конкретному випадку будемо користуватися відомою фор­
мулою

К 0 “ >’„ (-0 -  Х М * ) - 4 1 - є
( 1.2)

Тому перш за все необхідно оцінити $„(ї|к(*))
1. На основі (15.1) і (16.1) маємо

м)» >.£){/>,(і-, ш + ( ^ Ь кЛ іхЛ У  * „ к  , ь , ш'-> а І 1АК)п- ^

Застосовуючи нерівність Буняковського-Шварца, отримаємо:

М і а ф И І  ) ► - щ £ к Л ‘. ̂ ) ) 1 м М ^ Л ) -  к, к т М



си відразу випливають дві оцінки

{ [К л‘) -л (^ ) 2̂ 1 2  ̂Л, 1 - є ,
(2.2)

(3.2)

де

А, =44=Н л/л^піах^ Я
^ ' « * )+З Ю £ /Г> * » Х (4.2)

* Ц м Л Ь ,Л ) - кЛ
4*0

М  = тахзир \|/'(х ,.(у)), X/ ( 0  - функція, обернена до фу-
Г 5

* н кції І|/Г(г).
2. З (13.1), враховуючи оцінку для а 2,, яка легко отримує­

ться на підставі (14.1), будемо мати:

І». 5 щ ± | | х7~(і',(х)^)/£ ^ф; ,, і- х ^  -

Сі\ііх\і}£- 1+Л ? ( « + 1 . р

Беручи до уваги, іцо <є,("-2у | ; Ф ; „ ( ,з(5.2)

легко отримується оцінка типу (2.2), (3.2), в якій

4 ,  = І 4 ^ Х Х  “Vх Е  л . ^ 1+ ^  ^ ) т ,ах <  (6-2)

3. Виходячи з (27.1)

І5,,(м<, (•')} ^ Н Х . к , 2(4/ , (а->£.)/£, шах І ї[б/_,(ч<(,(£))] .



ш а х ^ 2 „ ( | / ),(4))]йК, < є; "  шах^ •

ґ Л '11/2
то запишається оцінити і [ | )22( | / г  • Для нього ско­

ристаємося оцінкою для от, при /7 = 2

| і к ( а ) ) к  = * рі, 4 4  ’

Отже

А ,  = А ,  =\ЦЛЙі гах^/ І ,  шах Ф'„, у ' 7'2>
й : (>0  гг ...

Нерівність (5.2) тепер можна переписати так

М г№ р і ї : / ік ,, ь , № ) * ф ї :

ДС
Ф'„-І = т а х ф '_ 1?

Внаслідок того, що )< (є”)'

Л : = Н л /^ ф і т ахХ А/ г , 1 + ~̂” а ^  (8-2)
г /-о V '  'А/ г=о />=о

Таким чином, отримана така оцінка похибки /7 -го набли­
ження

| { И ' - ) - л № |  (9-2)

Результати, отримані в §§ 1,2, можна сформулювати у ви­
гляді теореми.

Теореми 1. Якщо виконуються умови 1) -  3) і (7.1) то не­
рівності (20.1), (22.1), (25.1). (26.1), (28.1), (29.1) будуть до­
статніми ознаками збіжності {і середньому послідовності фун-



кціи {)'„ (•*■)} пРи п —> 00 ФУИ1<ЦІЇ >'(л')є і}  , яка є розв’язком
рівняння (І 1). ГІрн цьому мають місце оцінки похибки (2.2), 
(З 2), (9.2), а також аналогічні оцінки, які відповідають рівно- 
стям (6.2) і (7.2).

§3. Н а бл и ж е н е  ро зв ’язування  си стем и  л ін ій н и х

ІИТЕ ГРО- РІЗ Н И Ц Е В И X РІВНЯНЬ В ПРОСТОРІ ]} .
Алгоритм, викладеним в §1, можна застосувати і до систе­

ми лінійних інтегро-різницевих рівнянь
А !> пі

У і (х)=  ф, (*)+ | £  К'і (*,£, ))Г (фг І Ж  -'‘ = 0 , 1 , -  .(1.3)
у=0 о /•=о

при аналогічних припущеннях відносно функцій ф,(х),

К И Ш ’ Ч г(?)  і параметра X .
Для наближеного розв’язування системи (1.3) в першому 

наближенні покладемо
к пі

-» ,(*)=  Ф ;(*)+ Д Я А  (2.3)
Г  0 г 0

де

К ‘: ( х ) = ]- \ к Ч ( х ^ ,  (3.3)
* (1

а , 'г = \ ^ Уп ^ г ( х ) ) к .  (4.3)
(І

Підставляючи (2.3) в (4.3), для визначення а Л;. дістанемо 
таку систему рівнянь

А пі і *>
- и Т 7 Т , К І а  ш = 7  |ф , (ф, ї д ) /х . (5-3)

/ - 0  /=0 "  я

де К І = '- ) к і% ,,{ * ) ) і х .



Нехай визначник системи (5.3) П>^)ф 0 . Тоді ця система 
мас єдиний розв'язок

де М (А.) - алгебраїчне доповнення елемента - МіК'^ визнач­

ника /}(;с).
Далі в п -йому наближенні покладемо

А Л іч г
уЛх)= Ф ,(0+*-Х  } £ к"(хА%  (н<, І ))+ а ]/£, -

7 -0 „ / = 0
А /|' /я А ні

= фі(0+  *•£  + ^Е Е < х„,д ;> (х), (б.з)
7=0 „ г = 0 -0 л- 0

де

§„(9=  У п ( х ) .  (7 .3 )

З (6.3) і (7.3) для визначення а /пг отримаємо систему

а ,п г - ^Т .1 1 к іга.іи =  т Е  І І Е к ) ) - Ї У & Х  (8-3)/-0/=0 п а а о
Розв’язавши цю систему при умові, що О ( к ^ 0 , дістане­

мо

“ -  - ш - ) Х Ї м'̂ (1) І  ))їк 'і"(у, Ш І , . - , к іь ( 9 - 3 )
п и  \ К  ) і-О  )>-0 «/—0 „ „ /-0

На підставі (6.3) можна написати 

5,„(ч'.ООЬ 3-Х /X *7(ф . ( *)$)[5 (ф,( 4 +  < * ш <10.3)
7 - 0 „  / - 0

Легко переконатись, що вирази (9.3) і (10.3) можна зобра­
зити так

0 А пі А л пі г
Я Х М ' Т ) 4 ) -

///_/ .-о /І 0 ,/-0 „ „ / -.0



- к , " ^  „(*))}
А /п

5=0 /1=0
сіхсіЕ, , (11.3)

б,„ 0 ,  0 0 )=  ] £  к'(V, 0 0 4 ) -  (у ( .г ) )} ^ , (ч/, £  ) ) -
/ = 0 „  / - 0

к пі

- х ' Е И а *.»->.,їІЇ5=о />~а

к пі
г/  ̂ + Х л £ £ а .„А Г ^г(ї)). (12.3)

і-0 /-0
Покладаючи для скорочення запису 

рі" (ф, (л)^  ) = &і , (*)£ ) “  К'/ (ф г (*))> 3 Р'вності (12.3) діста­
немо

к /п

д ,„ ( і ' , 0 0 ) =  5„, (V , 0 - ') ) -  £ а »/<х ,* =
5—0 /7 = 0

А ^ іті А' лі г

= І Е  рі' 0 . 0 0 4  О  ,л-і 0 '/  0  ) )* 4 + * ■ £  £  Е!/0  0  . О О Н І  З ,*
у=0 „ /=0 /=0 /=0

Застосовуючи нерівності Мінковського і Буняковського- 
Шварца, при тЦ. = НК'/Г будемо мати

'фГ  = Т ІК к О » *  * М £ Ї  •1/ф/..-и +

А т і г  і
2 > 4  №'0 , 0 ) ) -  к ] с і х

/=о /=0 V „
(13.3)

Щоб оцінити |сху/|/1, формулу (11.3) перепишемо в спро­
щеному вигляді

Л А ні А 0. пі р
і і > ; , о )х  ї х  [ ^ 0 ) - ^ к м ( ч ' , ( 4 ) № .

^ ІДО >=о /7—0 <у=о „ /=о
де

1 '
^ ( 4 ) = 7 К ' 0 „ 0 0 4 > а-.

Звідси



Л Г т к
■ 6 0  = і  ІЇТКЖШУЧ\ Д, -ф .-. = ™ х ф ,,-м

„ [/і=0 7 - 0  /̂ 0 )
Отже, нерівність (13.3) можна зобразити так 

звідки робимо висновок, що при умові
к //<

8, = |А .|пм х]£Х '
/=0 /=0

\ \ [ р іЧ р , Ш ) ] сШ £ , +

(15.3)

ІітФ  = 0  і за формулою (14.3) а іпІ —> 0 при п —>со для всіх
о »

г,/ ,  тобто [5 ? (ф, (х))/х —> 0. Очевидно, що [5?(ї)&  -» 0, а
*• '  Я->00 } П-> 00

]

це доводить збіжність алгоритму (6.3), (7.3).
2. Виведемо достатню умову збіжності алгоритму, яка уза­

гальнює умову (22.1). З рівності (10.3) випливає, що

К ,  = |ІМ і ',( - ї ) ) - а ,,Л ‘* =  ^
а а

< х2(к + їх»;+ОХХ к ]ф/.я-,.і+} '(І< + 'Х/и + 'XXIXа і/ М  -  ь*їг

де
/=о/=о

/і /і

к ]  = .
а а

Просумусмо по і та г обидві частини останньої нерівнос ті



X  X фіпг - ?'-2 (* * 1X'" ~ 1V 2 X  X ф/ >. І / - 1! -А. ’(Л + ІX"/ + І)л7 £  X Ла і/ ’
/-0 < О І>0 1-й ( /-.о /=о

А іч р

де /7-’ = т а х Х £ к ] .
/Ч/ ; -0  г-=0

Отже, при
Є*, = | л | # 7 ] р 7 Т ) , І  < 1 (16.3)

—> 0(« —> оо) для всіх /, г. Неважко переконатись, що для 

О ( / * 5 , р * і )
Ф/ш- “  Ф/„, • Тому на підставі (14.3)

и
а .

( і  =  з , р  = і )

/пі — ,,->аз >0-Тим самим доведено, що послідовність \уіп (д;)}
збігається до розв’язку системи інтегро-різницевих рівнянь (1.3)

3. З формул (6.3), (7.3) і (10.3) маємо 
2,„ (Т г (х))=  у,„_, (Т  (* ))+ « ,,г =<р, ('¥г (х))+

к т

/=о „ 1=0
к & іп

+ \ £ Л  ні (У, ( * ) $ (V, (4 Ж .
7=0 „ /̂ 0

де Н І (Т г(х)4  )=  К/(У ,( с) 5 ) -  І )

Звідси
5 2 ,„ (^ ( а))=  2 ,„ (Т ,(л ))-  2,,„ч (У ,(л))=  +

!\ ПІ

+  а , „ ,  =  Х 2 Й„ .  +  Х £  Е ^ “ 0 ; ( 0 ^ ) 5 2 , ( 1 7 . 3 )

7 = 0  „  / = 0

к пі

Де 2„„. = Х  Л  ̂ £ > 2 (У,(4М •
/=о „ /=0

Помноживши обидві частини рівності (17.3) на (х), проіите-
грувавши по л* і гіросумувавши по /, /\ дістанемо



А /її і» і" ^

2 , „ „ - > л Е І Х Х  = ^ Е Е 1
А /н

/=0 г=0 1-0 /=0
де

А ;» А

л# <Ю= Е Е  {я;; (т г(д) е, Ж ; ( д >і х = 
»=0 /-0 „

= Е  Е  ї к ;  ( * ) - <  к  (ч; ООк )&•
/=0 /-0 ,

2,„г =

Якщо 0(А,)* 0, то наша система має розв’язок
1 А ;н А ;н А

= ж і Е Е « * ) Е Е  К Є > 2 , „ - , ( ^ ( 0 М  =
Vа*/ 5=о />=о ;=о /=о „

^ІГ\О=0 /=о „
де

А /и

Ш = Е Е < № 6 ) =
5=0 /ї=0

А т А т Ь

= Е Е « Ж Е

(18.3)

5=0 р=0 /=0 г=0 ,і

Отриманий вираз для 7.ігп підставимо в (17.3)
А т Ь

62,,Єк„(д) ) = Х Е Е  1 К (* Ю +  ^ $ 3 І ) 52; „_,(Ч<£ )) /£ .
у-0 /=о а [_

Отже,

(ч: ( л- 1 л  < | Х Е | ^ ; ; ]  + = ^ ] ^ ) к
2 /. а

52. Я.2Л

Л ї £ 2 , л_ ,(ч 'Л 0 )]л .



Таким чином, з останьої нерівності відразу випливає достатня 
ознака збіжності, яка узагальнює умову (25.1),

в- = П т а х < 1, 19.3
/-0 /-0

Цю ознаку збіжності можна переписати в більш простому, але 
разом з цим і в більш жорсткому вигляді

2 Л Л

(20.3)

оскільки Згі т ; '  шах І } [ / /  (Ч'г (а-)4 ) ]  сіх, це випливає
5=0

3(18.3) при і ‘‘ = К * .П> ~~гр ■

Формулу (10.3) зобразимо так
к Ь т

5, „( ТГ( * » = ^ Е (21-3)
/= 0 „ /=0

звідки з урахуванням (7.3) будемо мати
к * пі

5,,,( Т  (л) ) - « , „ г Я»(Ч 'г № >2,.„(Т ,(4 ))«;.
;=о „ /-0

Звідси
к ні

л / Ф І Г  =  Л & „ , ( Т , . ( . ї ) ) - а „ Л *  + / < ' -

V „ /=0 /=о

0, Я/С///0 Є/ ^  .V, ^  /
Як випливає з (11.3), при т'£ =< 1 , —, ЛК///0 (} -  .V, р ~ І



ІДІ К .-------
оцінка (14.3) набере виг ляду Іа/м/1 < т=тгч^Х'  уі^К-і ■

/=о
Тому

А іп і2 ґ  к X2~ ... І їі\~ ■■ .——
7 ^ Ф Е £ б м | 1 + л/ ^ТГ. ' при умові

;=о /-о
А //і ЛА.2 /  А У

<1 (22.3)

алгоритм (6.3), (7.3) збігається.
4. Легко переконатись, що з (11.3) і (12.3) слідує

а,., <*. (,))=з ,  єн. (,))- ;=У і І Ь <*. «5 у
і =0 і>-0 і - 0 1-0 „

+ ж і Е Е  \>Ч &  (* ))-С  £ і > ;  І ) -  (% (§ М
^  У '* )<1-0 1-0 1=0 /7=0

Піднесемо обидві частини цієї нерівності до квадрату, проінтег- 
руємо по х і добудемо з обох частин квадратний корінь. Тоді 
будемо мати

- Д Г -
У=о /=о V « я

Тим самим отримано ще одну достатню ознаку збіжності, яка 
узагальнює умови (29.1) і (15.3)

Е- Н ^ І - х е £  | ^ ч ^ ( х) 0 + ^ £ £ [ ^ : Ч н: ( х))
У-0 І-О V а и \А-),,-0 ,-й

К і ] 2(ІХ(Ії  < • ■  ( 2 3 - 3 )/=0 і>--0
О т е , доведена така теорема:

Теореми 2. Якщо виконуються умови, аналогічні умовам 
1) 3) §1 і Л (А .)*0, то нерівності (15.3), (16.3), (19 3), (20.3),
(22.3). (23.3) будуть достатніми отакими збіжності в серед-



ньому послідовності функцій (-*)} при п —> со покоординат- 

но до функцій )\ (л')є і)  , які є розв 'язками системи рівнянь
( 1.3) .

Зсушнеення. Достатні ознаки збіжності, викладені в §§ 1,3, а 
також оцінки похибки /7-го наближення §2 є узагальненнями 
відповідних умов і оцінок для інтегральних рівнянь типу Фред- 
гольма, отриманих в роботах [57, 92].

§4. ПОБУДОВА АЛГОРИТМІВ ДЛЯ НАБЛИЖЕНОГО 
РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ІНТЕГРО-РІЗНИЦЕВИХ РІВНЯНЬ В 

ПРОСТОРІ V’ .

Для простоти в просторі І /  розглянемо рівняння
п

у(х)=  / (х )+  X \ к { х £-  д |  Щ , (1.4)

в якому 1)?і- регулярне значення; 2) інтервал (а,Ь) -  скінченний 
або нескінченний; 3) комплексно значні функції / ( х ) К (х£ ) 
від дійсних змінних х з а д а н і  відповідно в областях: 
\сі - т 0,Ь \а  < х,£, < Ь і задовольняють умови

ь і> 'X
сіх

У
 ̂ <00,

| / ( *  -  Д('0 Г  *  [ <«>;—+ -  = 1,и \ Р Ц (2.4)

/* п

|/(л -Д (л )} Д  < со, тах|£(.V -  Дх,£, ̂ сіх < оо(г; = 1 ,</ = оо) (3.4)
г/ и

Ь
Угаітах|/(л* - д(х))| < оо. Уї си тах ||/С(х -  а(х),4 }с/ц < со(уу = оо,ц ~ І)

(4.4)



4) 0 < Д (х)<т0 (особливий випадок не виключається), Д(д*)- 
неперервна функція, при чому Д'(б (л))^ 1, де5 (л') - функція, 
обернена до функції ,Р(л*)=л* -Д (г)іЛГ(*-Д(а‘)і£ ) = 0, якщо 
Г (х )е  (а,Ь)
За нульове наближення беремо довільну функцію у 0(х)є  І / . В 
/7-ому наближені покладемо

У. (Х =  /(* )+  *• Ь „ , І  -  д& ))+«„ (& Ш , (6.4)
т/

Л
де а„ (дг)= ]$4 ( ї ,П )5 , (п -  л(л ) Х і , (7.4)

«
Ь п(х)= уЛх)~У „-,(*) я = 1,2,- ,

(л',Т|)- довільна функція, яка задовольняє умови

Х ч  )=  ]Х  X  І  > ч Х , (8-4)

< оо (9.4) .

Враховуючи (7.4) і (8.4), п - е  наближення зобразимо так

уА х )= Г{х )+ * -\к (х & ) у ,Л  - д  ( О Х + ^ К ( л- ,4 Х ,( 4 Х .
« «

/»
де Л/4 (*,£)= { ^ ( х ^ Х С '^ Х .

(і
Отже,

8„(.()= А.) * ( * , $ -  А (О М  + А м >‘ (4 (4 ) к

і для визначення а ;, (л) отримаємо лінійне інтегро-різиицеве 
рівняння

І ІХХчІ'лі
1%

СІХ



/» /.
“ ,,(*)= ^ < ( А'.ч ) |к ( п  -А (п )4 )5 „ -,^  - л | М ^ П  +

о а
/) />

А- (ї,Ч  ) \ м к(п -  А (п)ї , Ь . & ) - “ .•! І )}М п-
// //

Очевидно, ввівши позначення
І>

1-І А (*,£ )=  (л,л ) м (п -  а (п )4  >/гі, (10,4)
(І

є„-, (*)=  / ( 0 -  Л -, (*)+ А. }*(* ,$  (4 -  Л(4 М . (11.4)
(І

/>
В„-і (*)=  | ^  (л%П>„-І(о-Д(п)>Лі. (12.4)

(І

будемо мати

«„ (*)=  5,-1 (*)+ А | / л  (*,£, > „  (£, > 4-
а

Припустимо, що А. не є власним значенням ядра Н к (х £  )  Тоді 
а м(х)м°жна виразити через резольвенту

а » (Л')=  В„-, 6 0+  А ]Ч (* Д Л )? „ - і (4 К  (13-4)
а

Ь

де Я ,(* £ Д )=  я Д х .О + Х
(І

І. Нехай $>,(■*)} і (чЦ.ї )} системи лінійно-незалежних
функцій, що належать відповідно просторам і 11‘ .
Тоді функціональні поправки можна визначити за формулою

«„(-'■)= £ О р ,6 0  ( і4-4)
/ і

в якій коофіцієнти Ст визначаються зумов



(15.4){ к  (*)- з ,, (* -  лСОЖ (хУІх= ° ; ' =
(і

Підставивши (14.4) в (15.4), для визначення С,;/ дістанемо сис­
тему алгсбраічних рівнянь

Ц у А і  =  | Т і ( г> „ ( д- Д ( а )> /д:,
У-і <»

ДС

у« = |ф ; № ( * ) & •

Нехай

А  =

ТОДІ

Ум-—Тіл

У*.-

І>

*0 ,

с т (16.4)
«=! и к «

де Г)пі - апгебраічне доповнення елемента . Тепер рівність
(14.4) прийме вигляд (7.4), в якій

5,<к л ) = і ; і ; ^ > У№ ( п )  07.4)
/=І /=І 'Л

Легко бачити, що функція 8к (л\Г|)задовольняє умови (8.4),
(9.4) , тому алгоритми (6.4), (14.4), (15.4) с частинним випадком 
алгоритму (6.4), (7.4).
Якщо системи функцій {р,(х)} і {'Т (х)} - біортогональні і нор­
мовані, то формули (16.4), (17.4) перепишуться так

с К = І т ,(л>„(ї - д(ї ) К



^ С л )  = Х < р ,( '')р  (ч)
і *-* і

2. Коефіцієнти Ст можна також визначити з умов
л
|є„(х-Д(л)>Р,(л>- = 0; / = 1,2,...,*, (18.4)
(І

де иев’язка є„(л') визначається за формулою, аналогічною до
(11.4).
Легко переконатись, що алгоритм (6.4), (14.4), (18.4) є частин­
ним випадком загального алгоритму (6.4), (7.4).
Справді, з рівностей (6.4), (11.4) слідує

Іб„(:ї-А(л-))Т(ї>/л- = 4 {Т  (*){К (■'■■~ Д(л‘)^  К  (4 У1Ф  =
а а а

= 1 г ; с „ я  (19.4)
./=1

де У■ = >- фН, ( ї ) | К  (х -  /\(л-)4 ) р |  > /^ /х

При умові

Уп-Г,*
* 0

У А-1 - - *У кк
система (19.4) має єдиний розв’язок

С , „ = І ^ - ' І Т ( ^ „ ( Г - А ( Л 'Ж
и к „

де - алгебраічне доповнення елемента у ' визначника . 
Отже, при

й 6 . п ) = £ І § Ф , № & )
/=| /=|



рівність (14.4) еквівалентна рівності (7.4). що і треба було дове­
сти.

Зауваження. У випадку простору і 2 коефіцієнти СІП мо-
/і

жна визначити з умови мінімуму функціоналів (х -  Д(л))г/л' .
а

При цьому не важко показати, що запропонований алгоритм та­
кож буде частинним випадком алгоритму (6.4), (7.4).

§5. Д о веденн я  з б іж н о с п  та о ц ін ки  п о х и бк и .

1.Доведемо збіжність алгоритму (6.4), (7.4). З (6.4) і (1 1.4) 
випливає

8 „ ( 0 =  2 }[К(*Д ) -  М , (х £  )]• [5 |  -  д £  ))-а„_, £  ) &  +
(І

+ \ ) к ( х £ ) і Л ) % ,  (1.5)
(І

* ,Л х )= ^ \[к (х& У м  , Л  (2.5)
а

Підставивши (2.5) в (12.4) і отриманий результат в (13.4), буде­
мо мати

««(*)=*•//£?*(-VIд М п - а(і ) 0 - Л'Л(п ~Д(пЖ Ж  і( 4 (3-5 >
/і п

де
А

а  (а-,г)Д)= (ї,л)+ X ( . ? , (і,гіХ  (мЛ )Л,
(4-5)

2 » (А')=  8 „(а -  А(л-))- а„ ( ї )
На підставі (1.5) і (3.5)

А
8„(ч - А(п))= /п*£,пЛ)г. (5.5)

а
де



О» & >Л Д )=  МГ(п -  д ( п )- (л -  д(л )+

+ 4  }|к(л -Д(г|)/)& (лпДХЧі -д(л)4 ) ~ Ч  (л -Д (л Ю }М '
а а

Тому, враховуючи (4.5), (5.5) і (7.4), отримаємо
/.

2 , ( 0 =  | 4 ( 4 * д Х , - , ( 0 ^  (6-5)
а

/>
де /.4. | , а- Д ) = :0 ;,(£ ,л- Д ) -  {д .(*,л Хх ( 4 л Д ) * і .

/І
Застосовуючи нерівність Гельдера, з (5.5) і (6.5) маємо

„(ч -д(п)Г</л ^ а Д х ) !  | г  „ Ч З 'Ч
У

X іХ
.О Т *  (7'5)

X-

Де

п , ( х ) =

4  (>-)=

Нарешті

/. !>
|  Л ^ І . л д І Ч СІТІ

І) І)
-,р/

1 Л 4 ( 4 а-Д ) Ч

іХ

СІХ

X

і„(л - д У Г * і|  5 ПА(х Х гЧ Ц  |2,(4Г^

Якщо ЬІ;(а )<  І , то І }|й„(л -  Д(п)) <*і

\Ур



Легко довести, ідо < ^л ( — „_>с0 >0. Але простір V

повний , тому звідси випливає існування границі у  (г) послідо­
вності {у п(а*)}. Очевидно, у* (х )єЬ г і є розв'язком рівняння
(1.4).
Виведемо оцінку похибки /2-го наближення. Для цього, врахо­
вуючи (5.5) і (7.5), оцінимо 8 „(ті -  А(р))

М і  -  л(п)) 5 Як (ч Д Х Г  ( ^ ) [ { | 2 , 1 } Ч ,

Отже,

\у(п -  а (ч  ) ) -  У, (І1 -  А(ч )} *  Я 4 (ч ,хі|| 2 ,  (§ }" |

і остаточно дістанемо оцінку
і / ,

| | / ( * ) - л & Г < * 4  < м / " \ І І п ^ ч д ) " ^ }  х

(8.5)

і - 4 ( > 0 ’
де М =  <шр[і -  Д '(5 (а))] (мається на увазі та вітка, яка забезі іе-

чус найбільше значення виразу 1 -Л '(б (г)). Таким чином дове­
дено гака теорема



Теореми 3 \  Нехай викопуються умови І) - 4) і Тк (А.) < 1. 
Тоді послідовність функцій {у„(л')}, яка визначається різно­
стями (6.4), (7.4), збігається при /?—>со до функції
у  * (.V) є Н ' , що є розвязком інтегро-різницевого рівняння (1.4). 
При цьому мас місце оцінка похибки (8.5).

Зауваження 1. Справедливе твердження: якщо викону-
/.

ються умови І) - 4) і У(х)= Ііпі [5а(л\ г|)£/ (г|) г/г|, V ( х ) є Ьр
А ->со ^ а

то і к (»■)-*• 0 при А: —> оо.
Доведення цього твердження відразу випливає з теоре­

ми 3 [57]. Тепер можна зробити висновок, що при достатньо ве­
ликих к завжди можна вибрати функцію б). (х,Г|) так, щоб вико­
нувалась достатня умова збіжності методу осереднення функ­
ціональних поправок.

2. У випадку алгоритмів (6.4), (14.4), (15.4) і (6.4), (14.4), 
(18.4) також можна користуватись достатньою умовою збіжно­
сті Ьк(Х) < 1 і оцінкою похибки (8.5) при відповідному виборі
функції 8к (х,Г|), оскільки, як було показано вище, вони є час­
тинними випадками загального алгоритму (6.4), (7.4). Але для 
алгоритму (6.4),( 14.4), (18.4) можна вивести і інші достатні умо­
ви збіжності, а також оцінки похибки л-го наближення.
Виходячи з (6.4), (11.4) і (14.4), після нескладних перетворень 
отримаємо

(9.5)
ІІ ./“I

де

т , ( ї ) =  }к (л- ,О р -х\]к(х£)к-Д  £ ) / ) > , .
п її а

’ Твердження типу альтернативи Фредгольма с в роботі [62], в якім 
розглядається рівняння, аналогічне до (1.4) в просторі С.



Підставляючи (9.5) в (18.4), для визначення С,ч дістанемо таку 
систему лінійних алгебраїчних рівнянь

£ с , Л  = ) ] * ( * -  л 0 0 £ > .- ,&  -  (10.5)
/=1 ІІ II

І)
в якій Ту = (т -  Д(х))Н[А (х)іх .

а
Нехай визначник системи (10.5) сІк *  0 . Тоді ця система має 
єдиний розв’язок

с„, = І х Я  (Ч-5)
<=І йк ‘ц а

підставивши який в (9.5), будемо мати

« ,(* )=  ]’Г4(д сД Д > „ .,| - Л ( О К  > (12.5)

Де

4  (*,4 Д )=  м ф д ) -  Г $ 2 г г ті Щ к Ь - ь  Ш
*=» ;=» " а я

Застосовуючи нерівність Гельдера до виразу (12.5), маємо 

є„ = ||є „ (д :-дО :)У’л | / ^ Г 4(Х>п.1 (13.5)

%

де £»(*■)= ) | і ( (л--Д(л-),4Д)| ^

На підставі (6.4), (11.4) і (11.5) робимо висновок, що



§,,(* -  л ( ') )  -  ('■ -  д ( ') )+  х |  а: (д- -  л (л ) 4 )х„ £  >Л; =
а

= Є„, (а -  Д(д)) 'гХ Ш 1 ~ г \ \ к~ д ( * ) 0 . - і  (ь -д (4 ) )х
/=І /=І “ А „ о

/»
X ч-(л)/лчА4 |лг(д- -  д(л;) / ) р , ( ^ /

Звідси, використовуючи нерівності Мінковського і Гельдера, 
отримаємо

1 '> 1 У’
|К ,С ї -А (а-)Г^л|  ^ Сє.- і (14.5)

де

С = 1 + І ±  ̂ Х |/ 'К  (ї >^|а:(х-4(.х) ^ " ^ Л ' |  Ц ^ Д  -  Д(ї)/)р,. (/>Л 

Отже, якщо АХ(А.)<1, то г п —>0при п —> со, а разом з ним і

сіх

| ї м * Г Л ] Х’- ^ г - > 0 -

В силу повноти простору і / послідовність \уп (де)}, яка визнача­
ється рівностями (6.4), ( 14.4),,( 18.4), збігається до деякої функції 
у*(.г)є Л  , що очевидно, є розв’язком рівняння (1.4)

З нерівностей (14.5) і (13.5) відразу випливає оцінка похибки 
/7-го наближення

2 2 М (1 6 .5 )
- к

Тим самим доведена теорема.
Теорема 4. Якщо виконується умово 1)-4). (15.5) і 

(1 к # 0 ,  то алгоритм (6.4), (14.4), (18.4) збігається до
розв’язку рівняння (1.4) При цьому мас місце оцінка похиб­
ки (16.5).

Зауваження 2. Все викладене в §§4,5 легко переноситься 
па більш загальні рівняння виду (1.1) і на їх системи виду (1.3).

х.
(дУ'Л-1 = м /р\|є,(лг-Л(д)}''<д4 с

/,■



§6. Приклади

1. Легко переконатись, що інтегро-різницеве рівняння
І _

у(л-) = Л'2 + АЛ' (1 -6)
о

має єдиний розв’язок

У М  =  Х2 +
5Хх

(2.6)
28(15 = X)

при довільному X, крім 1= - 15. При X- - 40 алгоритм (8.1), (9.1) 
вже в першому наближенні дає точний розв’язок 

2 2У,(х) = у ( х )  = х  + - х

Достатні ознаки збіжності (20.1),(22.1),(25.1),(26.1) і
(28.1),(29.1) визначають відповідно такі інтервали, в яких метод 
осереднення функціональних поправок напевно збіжний 

- 9  < X < 16,286...; | Х| <9,486...;

-9 ,30 ...<  А < 11,52...; -7,85... < А, < 11,17...;
-8,34... < А <18,55...;

в той час, як метод послідовних наближень збіжний при
| X |< 9,486...;

У випадку |Х| = 1
, ч 2 5у(х)  = х 2 + -----х  (3.6)

448
в, = є 4 «0,052; е 2 « 0,105; є 3 = є '3 = є м3 *0,086.

Якщо через у і (д‘); і = 1,2,3; позначити відповідні на­
ближення розв'язку рівняння (1.6), отримані методом послідов­
них наближень, то, виходячи з у 0(х) = у(х)  = 0, для інтегралу

і
О 2 = -  у ) 2(їх дістанемо такі значення

о
П 2 *4,1*Ю '5; • и ;  «5,9*10"*



(4.6)

І ! ,2 = 1,8*10''; і / ;  «1 ,2*10"’

Ї Ї 2«8,3*10‘ ,°; « 2 ,4 * 1 0 '12
2. Розглянемо іитегро-різницеве рівняння

у(х)  = ^ - х + ^ - +  к Д ’ -.їХ К^ Ч 2№ .
6 105 і

яке має точний розв’язок у(х)=х+1.
Нехай р=я=2, к=1, уо(х)=0, <р, (*) = \|/, (*) (орто-

нормовані на відрізку [-1; 1 ] поліноми Лежандра). Для даного 
рівняння достатні ознаки збіжності алгоритмів (6.4), (14.4), 
(15.4) і (6.4). (14.4), (18.8) відповідно виконуються

І ,  (1) * 0,22457 <1; Ц (1) * 0,03468 < І.
Легко бачити, що тут маємо особливий випадок, бо почат­

кова множина вироджується в точку нуль, запізнююча функція 
(х)=х“ перетворюється в початковій точці в нуль і на відрізку 
[0; 1 ] зростає не швидше від х.

Згідно з алгоритмом (6.4), (14.4), (15.4) в першому набли­
женні маємо

, V 13 £3 Г/ [7 Ч ,, ^  \у .(х )  =  — А- + ------+  а ,  \(л Е  - х)(іЕ =  — х  + -------- ь а . ( —  * ) ,1 б ь с 1П<- >4
23 13 23
105

гГ 13, ’ч 23 2 2;
* 1 л 105 ^

105

— сіх = 0; 2

г2
З

731а. = -----;
630

у .(х ) = — х  + —  «  1,00635л- + 0,99259.
' 1 315 135
Аналогічно в другому наближенні будемо мати 
у 2 (а*) « 0,99996л- + 1,00005
Алгоритм (6.4), (14.4), (18.4) в перших двох наближеннях дає
Й С *)* 0,99373*+ 1,00101,
У2 (а) ~ 0,99996л: + 1,00001



X >’(х) У |(Х) У ї(х) V, (х) У 2 (X) У б(х)
0.0 1.00000 0.99259 1.00005 1.00101 1,0001 0.97702
0.2 1.20000 1.19386 1.20004 1.19976 1.200002 1.18398
0.4 1.40000 1.39513 1.40003 1.39850 1.399994 1.39094
0.6 1.60000 1.59640 1.60003 1.59725 1.599986 1.59791
0.8 1.80000 1.79767 1.80002 1.79599 1.799978 1.80487
1.0 2.00000 1.99894 2.00001 і .99474 1.99997 2.01183

З таблиці 1 видно, що обидва запропоновані алгоритми 
для даного прикладу дають приблизно однаковий результат, в 
той час, як алгоритм К.Б.Бараталієва [3] в цьому випадку пере­
творюється в звичайний процес послідовних наближень і в шос­
тому наближенні (У<,(х)) дає гірший результат, ніж перше на­
ближення, отримане методом осереднення функціональних по­
правок.

Таблиця 2

Н

Похибка отримана при засто­
суванні алгоритму (6.4), 
(14.4), (15.4) '

Похибка отримана при застосу­
ванні алгоритму (6.4), (14.4), 
(18.4)

Точне
значення

Обчислене за 
формулою (8.5)

Точне зна­
чення

Обчислене за 
формулою (16.5)

Т 0,00447 0,03681 0,00279 0,02797
2 0,000024 0,00827 0,000015 0,000972

Отже, оцінки похибок п-го наближення (8.5) і (16.5) дещо 
завищені, однак в багатьох випадках ними цілком успішно мож­
на користуватись.



Розділ II
Н а б л и ж н е  ро зв ’ я з у в а н н я  н е л ін ій н и х  іи т е г р о -

РІЗНИЦЕВИХ РІВНЯНЬ

§ І . Д о с т а т н і ум ови  зб іж н о с т і м ето ду  о с е ред н е н н я

ФУНКЦІОНАЛЬНИХ ПОПРАВОК У ВИПАДКУ РІВНЯННЯ ТИПУ
Г ам м ерів  ген н а .

Розглянемо іитегро-різницеве рівняння виду

у(х)=іР(х)+} - Ь Л Ш  (ГІ)
а

в якому (р(х) — неперервна функція на відрізку [а- т 0,Ь], -  не­
перервна функція від своїх аргументів в області 
Р : {у є [а, Ь\\ т. < у(х -  А^(x) < М}) } у = 1,2,..., К ; К(дг,£) -

обмежене ядро першого роду (неперервне майже скрізь) або по­
лярне ядро виду

К ( х , \ )  = ] ; 0 < р < 1,

К ( х £ ) ~  неперервна функція при х є [а,Ь], [а,Ь], ;(х) -  та­
кож неперервні функції, причому 0](х)(т) при х с [а,Ь], 
т0 = шах ту ; К ( х -  Д . (а), = 0 при а -  А] (а ) < а. .

У
Для наближеного розв’язання рівняння (1.1) в першому набли­
женні покладемо

і>
7і(л-) = ф (.ї)+  |  К(х&)  ,

де
І ла„ = -  |  У, (х-  Л : (л))с/л" ,у0(х) = 0.

а
Звідси для визначення ос,і дістанемо систему рівнянь



І ,  Л /і

Ла„ = [ (р(л -Д 1{л))(1х+ | | К{х - Д„,,,£) ( ^;а;/;...;ап)^/х(2.1)
/і // </

В п-ому наближенні покладемо

у„(х) = <р(х) + І  ^ ( л - ,4 ) [ ^ у „ , ( ^ А І0  + а ,„ ;.-
ч

•.•;у„,й-Дь© ) + а ь„№ > (3.1)
де

а у„ = - ^ |  5_(л-- ДДх))</х; б „(х) = (х )- у„_,(х). (4.1)
г/

Підставивши (3.1) в (4.1), будемо мати

*«> = } 1 ^ ( х - д , ( х ) Д ) { /^ ,л д ^ - д , д ; ;  +
а а

+ а „ ; . . . ; у т. І а -  * & ) ) + * * ] -  /Ч.Л..Г* - А,0+а,„.,.-<5-1)
- ; у „ А - А А ) ) + а ^ і ]  № х  
Нехай

< [х, у(х-Д ,(х));...;у(х-Дь(х))]<Р,

^  = шахО |.И ), , ( х ) £ ) \0 & ,
а а

Ь (6.1)
і  = зир І  ІК ( х Ц л ,  

х  а

Якщо виконуються умови

зир[ф(л* -  Д і (х)) + Р\  І К(х - Л і {х) £ ) \ сіх]+Н/ (і7-  ) < М / 
х

іп (Ф(\*-А ,(л)) /“/ | К (д- - А . (л),4 )\<іх\ -  N і (Р - )>ш, (6.1)



то легко довести, що система рівнянь (2.1) мас єдиний дійсний 
розв'язок, який задовольняє умову пі̂ < а,і<Мі, а система рівнянь
(5.1) має єдиний дійсний розв’язок, який задовольняє умову 
І а,,, | (Р -). При цьому
І У „.,(Х )-9(.ї )|< ІР , га ,< л _ ,(х -Д ,(х ))+ а ,„
Ввівши позначення

7 ,„(.V - Л , ( х ) )  = У „Л Х -  Д ( (х )) л: ((4 ) = ^  /  (. ( х ) ,4 К 4

к,(X -Д ; (де),4 ) = к ( х  -  А .(х),4) -  АГ Д ), 
на підставі (3.1) і (5.1) будемо мати

2,-„(х-А,(х)) = <р(х- Л .(х)) + / ( х -  Д , (х),4) [ 4,
(І

7 , . п , ( 4 - д І ( 4 ) ) , . . . , 2 м , ( 4 - А к й ) ) №  +

+ ї  ( 4 )  [  і  2„,(4 -  д , ( 4) ) , . . . , 2 ( „ ( 4  -  д , й ) ) № -

Надалі будемо вважати, що в області Р функція задовольняє 
умову Ліпіпіца

| ( 4 ,2 „ .. . . 2 , ) -  ( 4 ,2 .... ,2 * ) |< Е Л , ( 4 ) |2 , - 2 5 |. (7.1)
5 =  1

Тоді
|52у„ (х -Д ,(х ) ) |= |2„ - 2у Н 5 „ . , ( х -Д Д х ) ) -а ул., + а „  |<

<  X  /  І  Я ,  ( х  -  А,(х ) ,  У І  • І  « 2 , ^  ( 4  -  А ,  ( 4 ) )  І 4  +

5 - І  «

+ Е Ї  І ^ / ( О Г І 5 2 „ , ( 4 - Д Д 4 ) ) І Л т -  (8-І)
5 І ч

Якщо ядро К (л‘ -  АД.ї ),^) є С\  то



1 1 5 2 , М } К1і( х - А і{х),£>)А';(ї>Щ || +
V « «

+ £ , / « [  К ? (4 К 2( ^ - | | 8 2 5„Ц. (9.1)
V «

З нерівності (8.1) і (9.1) відразу випливають дві достатні ознаки 
збіжності (відповідно рівномірної і збіжності в середньому) ме­
тоду Д. Д. Соколова, аналогічні умовам М. С. Курпеля |53] для 
інтегральних рівнянь без відхилення аргументу

£, = Д т < і ( ж і ) ;  Е\ = т~п< * (л _ 1 ); (ю .і)і — із і — и
де

к

А = шах зир £  [ |  Д Д х - Д Д х Ш  | Л. («<*(«;
І X  5=1

Д = ш а х Е  ( і  К Д ) \ А ^ Щ ,
І

С. = тах  І  } )  ( х - Д , ( х ) , ^ ) / ( ; ;
у *=і У« «

о  = тах  І ;  / / )  | ^ К ) | Л ; ( ^ ,
у *»• V «

2. Помноживши нерівність (8.1) на | Кг(х) | ЛДлс) і проінтегру-
вавши обидві частини по х, отримаємо 
/»
}  18 7,„ (х -  А, (х)) | • | К„ (х) І /1,. (х )А  < +
а

+ Е  ) е ^ ( 4 ) 5 2 , „ . , й - Д ( У ) |^ > (11.1)

де



А',,, - }  \ К І,(Х) \ЛІ (Х)({Х, р., = Х І 52» ^ - м а д к ; (4)|-Л(4У.«-,
» *=| „

І>
0„„(4) =  4 № >  1 { « , (* -  А , ( * Ш  І - 1 * , ( * )  І //,.(А)}/х

Просумувавши (11.1) по), дістанемо систему нерівностей

р,„ * X  р,  + X  X  Г Є *  (4) Р (4 -А , (4)) І Р = 1,2,..., /с,
Х-І ./=1 5 -І

яка має розв’язок

А ^ Т т Х  Г 15 2 , ,м Й - Л Д ) ) |  Й .Д ) ^ ,  (12.1)
Х '  5=1 7

де

А Д ) = Х Х А Д , , Д ) ;  ? = і .2
<у=і /»=і

при умові, що

0=
1-М11 -М1к

1 ^ кк
>0

і всі алгебраїчні доповнення И^Х).
З нерівностей (8.1) і (12.1) випливає

| 5 2,, (X -  (д) |< £  } [|Я, (де -  Д, (х),4 К  (4) +
5 =  1 „

X Я *® )]-1»  г „ ч Є - А Д ) ) №  03-1)

У випадку інтегрованості ядра АГ(.г — ЛДл'),^) разом з своїм 
квадратом будемо мати



д Г/Г /> .
II5 Р Е Л  і  [\К/ (х - Ь і (х Ю Л Л )  + -<•* ■

5=' V “ <'
■||8 2№ , іі (14.1)
Звідси дістанемо, ще дві більш загальні достатні умови збіж­
ності методом осереднення функціональних поправок 

к ь
Є2 - тахзир £  |  [Лу. (д:-ДДл),£)/*,(£) +

І  х Л’ = 1»

+ І 5 йй ) ] ^ <  1, (15.1)

Є’-= т а х  І  Л]  Л , ( х - & , Ш И ( І ; ) + - } - В /,£)Г<%дх <1 (16.1)
У .V = 1V « «

Можна користуватись більш простими, але разом з цим і більш 
грубими умовами

к і Г~ь
є 2 = С + шах І  -  И  В І & Щ <  1, (17.1)

у .9 = 1 и  V «
() к к ^ І ^

ї .  = С ( і  + т а х  І  І  - % - А к \  К гщ{х)А\<Ь)< 1, (18.1)
У </ = 1/7 = 1 »  V а

отриманими з умови (16.1) за допомогою відомих інтегральних 
нерівностей.

3. На основі (3.1), (5.1) і (7.1) маємо 

18 „ (х - А ,(*)) -  <х,„ |£ £  )  Яі (х-  Д,. ) | • р г„ К -  Д, й )) | А,£  Щ .

Тому

^ 7  = Я[5 „(х -Д ,(л ))-а ,„]!Л <

А __________
{ Л; (.V -  А,- ш  И !(4 • д/ф,„,  + На„г .



Виходячи з (5.1) і (7.1), оцінимо | а <() |
А А л

Iаі . . I а/-і+ЕІ  Р-.Є-лД))-«ммН^е)м„Є№-
/>=• л>=1«

При умовах И>0 і Оп$>0 оста[імя система нерівностей має 
розв'язок

Iа» І^ тгІІ І д ,  Р.-.Є-л,й))-в^ ||К,Д)МД№-
^  / '= 1 „ у-і

тобто ( ,9Л)

^  /,=І
де

^ = 4  і  0 * ів д м ,о ч -
а <7=1

Нарешті,

-  Е  і / і  і  я ,  (* -  Ду О ). 4)А 2  (£ № * *  •
7=1 \«  «

‘ ̂ |ф І -1 + /̂» -\/Ф />,я-І ] "*
Звідси отримаємо таку достатню умову збіжності 

= шах Е  д |  |  /?/ (* -  А і ( х ) ,  £)Л" *
у і- = 1 V" «

1 ?**(ЛУ * '

(20.1)

(21. 1)



При виведенні оцінок похибки п-го наближення будемо 
користуватись позначеннями 

= т а х  $ир 18 2 ;.и(х -  ДДх)) |;
І  х

6 = т а х  зир | )> ,(* -Д, ( * ) ) - а  л |;
І  X

(і, лУг
5 „ = т а х | | | § г > ( х - Д ; (х ) ) |2 л |  ;

г* л Я
5 = ш а х | | |У | ( л '- Д /.(л '))-а^.| |2

Тоді на підставі (8.1), (9.1), (13.1) і (14.1) отримаємо 
6 „ < Є ( 8„_ ,< ...< Є /-28 г; 8~<Є ,”-28 2; «-1,2. 
Враховуючи (3.1) і (7.1) будемо мати 

к Ь
\ ^ п М \ <  І  І |АГ(̂ )|.|бг Є-Д5О М ,Є )^ ^

5 = 1 а
к 0

< Е | / : ( ^ ) М  е д е 2є  л “ 2 ; і = 1 ,2 .
5 = 1

Приймаючи до уваги (19.1), робимо висновок 
§2 = тах  зир | б т . А х -  Д .(л*)) |< 

ї х 1 У
і к Ь к

< 8 тах (1  + -  І  / І  0 . ! ^ Й М ( Й «  
У ^  р - \  а<7 = 1 Щ 1 

остаточно дістанемо дві оцінки

|Дх)-.р/і(л)|<Л? . / = 1.2,



АС| = = $ т а х  (1 + ~  Е І Е \К(4) | (£)</£) • Цілком
' ~ І />=1„ Г/=І

■зир £{ Щ *,4Ж (^-
Л *=• <1

аналогічно можна вивести такі оцінки
і

\  \ у ( х ) ~ у „ ( х )\
В

/ ;- І

■/ 1 - 8 /
де

\  =5,т і 1+̂ (5  г-)2
/| а

к \ х , і ) А ;

На основі (19.1) -  (21.1) з (3.1) слідує

| 5 „ ( х ) | < І  [І К Ц х . ^ А
*=/ V «

хлІ1 + -^г(Х тр1)г•ТФ І'-Вз"'2,
Де

Звідси

Ф„ = т а х ф і7І-

/ = 1 ,2 ,
(2.2)

М  - л И  * б зир Е / і  К 2( х ^ ) А ;( №  
X 5=1 V «

1 + ~ ( І  т у  е>
/»-1

(3 .2 )
£> '/»/ "" 1 - Є ,

Результати § 1 , 2  можна сформулювати в вигляді теореми. 
Теорема 5. Якщо функція / -  неперервно, чадосольняє умо­

ву Ліпші ца (7.1) і виконуються нерівності (6.1). а також хоч би



одна з нерівностей (10.1) (або відповідно (15.1), (16.1), (17 І),
(18.1), (21.1) при О>0 і Очі>0), то при //-->со послідовність 
{\'() (л‘) } збігається до функції у(х), яка є розв'язком нелінійного
інтегро-різнщевого рівняння (1.1). При цьому мають місце оці­
нки похибки п-го наближення (1.2), (2.2), (3.2).

§3. Н а бл и ж е н е  ро зв’язування  си с тем и  н елін ійн и х  
ІНТЕГРО-РІЗНиЦЕВІЇХ РІВНЯНБ

Д о с л ід и м о  питання про застосування методу осереднепня 
функціональних поправок до наближеного розв’язування систе­
ми інтегро-різницевих рівнянь типу Фредгольма

л (* )= ф,(*) + 1 * ,(* .$ )/,К .и Є -
(І

- . Л Є - Д |( 6 ) ) . . . . , Л « - А . ( 6 ) ) № ;  (1.3)
в якому фДл’) -  неперервні функції на відрізку [а - т 0,/?], Д не­
перервні функції від своїх аргументів в області 
К: {се[а,Ь) ,  т9 <у, . (х-А ] ( х ) )<МІ/}і, у = 1,2,...,
які задовольняють умову Ліпшіца
\ Ш >  у  11; у  п ;•••; у  а  )-  /,й. у »; у ,і ;•••; у  а) £

(2.3)
І І 5 = /

Кі(хіЕ)) — ядра, які задовольняють ті ж умови, що і функція 
К ( х ^ )  в § 1  цього розділу, ДДл') — неперервні функції, при­

чому 0  < ЛДт) < Т; при .V є [а,Ь], т0 = шах ту.
і

Для наближеного розв’язування системи (1.3) в першому на­
ближенні покладемо

і>
= <Р,(И + |  Кі(х,£,)/і(^,о.и ; а І2;...\аи )<'/£,,



« , / "  = 7  /  > '/‘4 ^ - А ,  (х))(Іху,<0|= 0.

Звідси для визначення а /у(І) дістанемо таку систему рівнянь
Л І)

І і а ^ "  =  |  <р , ( л - - Л , ( . ї ) > / а - +  і  і  , ( * Ш -

« а ч

В п-ому наближенні будемо мати

Л (в,( * )= ф ,(* )+  І ^ ( д г ^ ) / /В ^ 1(,,' 1,(4 - А ,Є ) )  +

(3.3)

+ а м1 '’'; . . . ; ,Л 1 ',- ', ( 4 - Д 4 Є ) ) + а м1'" № ,
Де

а (/" ’ = ^ І  Ьі°‘\х-А,(х))с{х,
а

Ь Ґ \ х) = у Г ( х ) - уГ \ х)
З рівностей (4.3) і (5.3) дістанемо 

Ла..'"' = | } Л ' , . ( л - - Д Д л - ) , У А , ( У  + а и(,,>);...

<П)і (4.3)

(5.3)

11 (!
(»-!)/>: А /кчч , ~ <">і•••;Л,*",й -А ,(4 ))  + а І,т ] -

- № у Г~ ' 6  - -Д, (0>- д’ • 6  - Д,
(6.3)

Нехай
/ , < . а х , у к , (Л- -  А, (х)) ,у2 (х -  (л-)),..., у к(.V  -  Д( (а-))] < р,,

. /. /•
/ ;; = шах ( | ./;. |,| Р, І), = -  |  \к Д, (л 'Ш  |



/ , = 8 и р ] ] | к . ( * , ф .
Л* 11 а

Якщо виконуються умови

5ир[ф. (х-  л ,(л )>  г .  І]а' . ї х  -  д д . ї ) ,ф і ]  + л',д а  - / ; . ) <  л а , 7 3)
І '  І "

і п Г І ф Д л - Д , ( а ) -  Р.|/ С . ( л - Д Д л - ш Ц і  - ,

ҐІ

то неважко довести, що система рівнянь (3.3) має єдиний дійс­
ний розв’язок, який задовольняє умову т(і < а //(П < М іп а сис­
тема рівняннь (6.3) мас єдиний дійсний розв'язок, який задо­
вольняє умову | а (>(,,) |< —/()  ■ При цьому

І уҐ " - ф,(* ) і* < г ,<,м ,(а- д д х ) ) +«,<">
1. Поклавши

2 (/ п,(д: -  д , (Л-)) = (*  -  Ду (*)) + о , м ;
= ІКДа - Д Д аШ * ,

/ ї  я

Л*(* -  ДДа),4) = АГДа -  Д Да) ,4) -  АГ,(У, 
на підставі (4.3) і (6.3) будемо мати

2 Л * - Л , ( а ) )  =  ф ( . ї  -  Д  ( А - ) )  +  І  ( А  -  д . ( А ) , 4 ) / к ,

7  я

-  А ,  № ) ( 4  -  Д (  « ) ) №  +

+ 1  ^ / Ш [ 4 , г 1 | <" , ( 4 - Д 1 ( 4 ) ) . - ; 2 И <" ’ ( 4 - Д * № ) ) № -а



(//-І)
Тоді
182/"’(л- -  А, ( . V ) )  |=| 2,/'" - 2 ™  |= 5 ; - " ( . V  -  л,(л-)) -а , '" -"  + а

* £  І  [/ | л,; (л- д / м >4 > |6 2 „ ,",(4 -Д Д 4 ))М ,вй №  +

(«-!)

1=1 5 - І  "

+ 1 К ,, (4) М 82,/ ^ ( х -  Д,(X)) І Ат(4 і .
(І

Якщо ядра Кі(х̂ (х), £) належать простору І_2, то
А А * Л

||82 ,(" ° | |< Х  X  Ш І  1182,/"'" || +

+ /і} К,:,2 (4 ) А Ш 2 й № II 5-г,/"’ і|. (9.3)

З нерівностей (8.3) і (9.3) випливають дві достатні умови 
збіжності методом оссрсднення функціональних поправок 
відповідно в просторах С і Ь2:

Є, = — - - < 1  Ф <  1); Є, = - ^ г  ( О с і) ,  (10.3)
' 1 - й  ' 1 -А)

де

а = тах  зир £  І  }|Д„ (с -  Л, (х)4 )л,„ £  >/4;
ЛУ Г ' = 1 5=1 „

А А >>

О

м /-і 5-1 я

А к
тах у І ,
*>У / = 1 X = 1

/V к
тах I у

/ = /х = /

Ї . 2 ( х - Л  .( 
У У

2 /с
/Ух



2. Помноживши нерівність (8.3) на |Крс,(х)|А|К|(х); р,я=1,...,к, і 
проінтегрувавши обидві частини по х, отримаємо

'І 162,""(А-А,(А)) І • І К п(А) І Ат(х)сіх < /><'"
(І

+ І  X  і  ОІЇ й ) 182.1* " Є -  Д5 е )) № ,  (11 -3)
/ = І 5=1 „

ЛЄ

К  = ) \к  т{х)\і^х)О х-/>"" =
(/

= Е  І  І |52в<,,,Є - А ІО М З Д І ^ Й ) ^ .
'=■ 5=1 „

ЙГЙ) = 4 . 6 ) )  І V * -  Д/(* Ш  І ■ І К„(х) І л п (х)сіх.
а

ГІросумувавіии (11.3) по і,)  дістанемо таку систему нерівнос­
тей:

С * £  І  К Ф ' + І  І  І  І  'І а ї 'е ) 8 2 .м е -
(=1 7=1 /=1 7=1 /=І 5=1 „

- А Д ) ) № .

яка має розв’язок
і А А Л

|62‘‘м)Є - А ,О І - Я Ї Й № . (12.3)
Ц  '-І -'"--І „ 

де

т о = £  І  £  £ # е £ е ) .
/>=І  ,/ к | / г |  г = |

при умові, що визначник цієї системи /), > 0  і всі алгебраїчні 
доповнення О'І > 0  .



З нерівностей (8.3) і (12.3) маємо

| 5 2 / , - " ( л - - Д , ( л - ) ) | < £  Х І  [ Л „ ( а - А +

!-Л  5 = 1 „

1
+ - 4 - 5 ^ ) ]  |8 2 п'"-,,(4 - Л 5 Й ) ) | ^  (13.3)

У випадку інтсгровпості ядер К{( х -  А Д х )^ ) разом з своїми 
квадратами будемо мати

1152,;”’ | | < £ £  }\ [|Л. (х-Д,(д:)4)| 4,(4) + 2 - йД4)Г^Л: 
' ' V» « и і

•II62,/"" Ц . (14.3)
Звідси дістанемо ще дві більш загальні достатні умови 
збіжності, які відповідають умовам (15.1) і (16.1)

Є , = т а х 5 і і р Х  £  І  [ | Я Д 5 - Д у ( х ) , 4 ) |  Л , и 6 )  +

V ' = 1 5 = 1 «

+ - ^ - Т О № < і , (15.3)

Є 2 = та х  зир X І  М  [|  ̂Д ,(* Ш |
І , )  X (=\ 5=1

+ 3 — т о ]Ч л < і . (16.3)

За допомогою нерівностей Мінковського і Буняковського-
Шварца з (16.3) легко отримати достатні умови

Щ = С + т а х X  І  <'.  (17.3)
/./ /=і 5=1 О, V

- Л Л А А
Є, = С(1 + та х  X І  І  І

і./ />-І г/=1 і - 1 Л/|

//[ | /^/( (л) |2 Л//л/(х)гіх) < 1, ( 1 8 - 3 )



більш жорсткі (8 , < 8 2 < 8 2) , але разом з тим і більш прості. 
2. На основі (4.3), (6.3) і (2.3) маємо

|8 Г ( * - Л , ( * ) ) - а « " ' І * І  І  )  |Л , ( л ' - Д , ( х и ) | .
Г~\ 5=1 „

• |6 2 < " '£ - Л 5Ш М „ Й № ,
Звідки

= Л [8 /М(* - * ,(* ) )  - < > ] 2Л  <

і  к*  4

(19.3)

^ Х  X  Л  І  л„(х - а уШ М ; Л № < Ь х
Г=1 5=1 У „  ,,

Х ^ / Ф Г '+ Л К ] 2
Оцінимо| а£и) |, виходячи з (6.3) і (2.3),

К М ^ Х  і  !« Г  І+ Х  X  і  | 8 Г ,й - А Д ) ) - а Г ' ) |-
Г - І  5-1 / - І  5 = 1 „

■\к л )\а ,Л)<к ,
При умовах X), > 0 і О** > 0 ця система нерівностей має роз-
в язок

|  к к Л_ /і А

Iі<  £  X  X  { X  X  ь "\8  Г ” Й -  а , Й )) -  а
І />--=! // = | д /=| / = |

(/1-І)
/*/

• К й ) К й № ,
з якого легко зробити висновок, що



/'[«г ґ ^ т Е  £  ^ а/с 17]2.'- 'і /»~І 7-І
де

Г О 2 = л [
А А

^ о - ; \ к Х ) \ л т (х)

Тепер нерівність (19.3) можна переписати так
_______  А к  р *

5 1  Е  Л І (*-■а /(■ * « )л 2 - « е щ і х  ■
' І »•! V« «

• І фГ ’ + ^ д Е
V и \ />= | 7=1

звідки дістанемо таку достатню умову збіжності алгоритму
(4.3), (5.3)

/; Л

Є , = ш а х Е  Е  ,  }  1

/,у  '=1 *=1 у« я

■ ) 4 ( І І д г < і  (2о.з)
V Ч />=1 7=1

Таким чином, доведена теорема.
Теорема 6. Я к щ о  функції/, -- неперервні, задовольняють 

умову (2.3) і виконуються нерівності (7.3), а також хоч би одна 
з нерівностей (10.3) (або відповідно (15.3), (16.3), (17.3), (18.3),
(20.3) при /) , >  0 / б "  > 0 ) .  то при п->со послідовність

збігається покоординатно до граничного значен­

ня у / х ) ,  яке буде розв’язком системи нелінійних інтегро- 
різницевих рівнянь (1.3).



§ 4 . З а сто су ва н н я  о с н о в н о го  ва ріа н ту  м ето ду  
Ю.Д.СОКОЛОВА ДО НАБЛИЖЕНОГО РОЗВ’ЯЗУВАННЯ 

ОДНОГО КЛАСУ ІИТЕГРО-РІЗИИЦЕВМХ РІВНЯНЬ.

Метод осереднення функціональних поправок можна 
застосовувати також до наближеного розв'язування неліній­
ного інтегро-різницевого рівняння

/)
Я * )= ф (* )  + ^ р И * Д )/В ,.у О ; -А|(*))>->.)'<£ - а * (* ))№  .

а
(1.4)

в якому /  неперервна функція від своїх аргументів в об­
ласті
Р '%  є[а ,Ь І  тІ <у(& -Д Д л : ))<М,};  у = 1,2,...,/: , 
а відносно функцій ср(л*), К ( х £ ) ,  ДДя) зроблені ті ж при­
пущення, що. і в § 1 цього розділу; А, — регулярне значення, 
Лу. (л*) = 0  для х < а .

1. Згідно з основним варіантом методу Ю.Д.Соколова 
в першому наближенні покладемо

ь
у , (х) = Ф(Л-) + X| К(х,1і) / Є ;а , М 4  ,

а
де

1  ^
а , = -  /•/, М Л ,  А = Ь -  а >0, ,у0 (х) = 0 .

а
'Годі для визначення а , дістанемо рівняння

і> і, /,
//а, = ^(х )с Іх  + \ ^ К ( х Х ) Я ^ ,о .^ . . . ,а {)(ІЄ,сІх. (2.4)

а а а
В п-ому наближенні будемо мати



>•„(*) =ф(Л') +
/>

+  х  \  К(х£) / К , , й  -  л , ( д е ) )  +  а „ ( 4  "  А * - М )  + а „ №

/;

Ла.. =

(3.4)

(4.4)

/> л
= х \ \ к ( х Л М т \ у „ Л  - А,(х)) + а у „ . , £  - Д*(*)) + а . ] -

(І (І
- / К ; л - 2 ® -  А , ( х ) ) + а „ _ , -  Ал.(дс)) +«.„_,]}<'/£,<*:

Нехай в області Р 

Є '= т а х ( |/ '| , |Р |) ,

(5.4.)

/У = 7  } / К ( ^ ) И Л ,  Х’=|Х |3ир ||ЛГ(л-,4)|(-/4
</ /1 І/

Очевидно, при виконанні умов

$ир[(р(л) + |Х|^" \\К(х£)\ІЇ,} + < т а х А /( = М

Ь

іпГ[ф(л*) - |Л.|/Г’ ||/С (.*:,£, N{Г-^'')  > т а х т] = /;/

(6.4)

рівняння (2.4) має єдиний дійсний розв'язок, який -задоволь­
няє умову /;/< а , < М , а рівняння (5.4) має єдиний дійсний 
розв'язок, який задовольняє умову
К Н л Ч ^ - Л ;  п -  2 ,з,...
При цьому. |_уя_, (д*) -ф(д)| < / / / • ’’; т < у п ,(д*) + (хн <М



2. Ввівши позначення 2п(х) = У„-\М + &-„ , на підставі (3.4) 
і (5.4) маємо

/»
г„(л-)=ф(л-) + Х}^[л-)4 ,г„.,(4 -Д ,(х ),...,2„ , й  -А ,(Л 'М  +

(І

'г І> /. 
ДЄ

2 „(£ ,-Д ,.(л- ) М Л ,

-  Д , 2„_, (4 -Д ,(* ))]  =
= Д ^ ) / К , 2 „ . , ( 4  -Д ,(*)),..., 2 „ .Д  - А К(Х))]-

" 7  к ( л - ^ ) / К ; 2 „ .,й  - Д ,М ) ,. . . , 2 „ .,й  - Л , М ) ] Лнї
Будем вважати, що в області Р функції /  /\ IV задоволь­
няють умову Ліпшіца відповідно (7.1) і умову

\ Щ х £ , 2 І,...,2 к) - Щ х £ ^ , ; . . / , 2 к\< '£ іВІ(х,£,)\гг - 2 ,| (7.4)
5 =  1

Тоді
І̂ 2» (*)| = К  (*) -  2 «-< 0е) = \Уп~\(х) -  У , -  О)-«„-і +сс„|<

< | х | ] х в , и л Ж - і й  - д , М ) И  + у
Ь 5=1 11 а

Х X  А• (4 )|б2„ <£ -  д ,
5 =  1

Якщо
||8 2 „ |=  вир |52,;(л-)| , то

тс-[«-т

1|82» | | - ^ 5иР ,|| , де
Х (І і = |



С = \ - Щ ] \ К ( х , ^ А !{ї, ) сі%(іх ,
П 5-'

І А. І л /;
і при умові б 4 = —  зир ] / <  1

О X
алгоритм (3.4), (4.4) збігається.

(8.4)

3. Оцінимо похибку п-го наближення. На основі (3.4),
(7.1) і (4.4) будемо мати:

М * ) - л , - , ( ф  \Ц\\к (хА ) \ 'Е ' іЛ Р Л - д . ооИ  *
5 — 1

<  \х\§К(Х& ) Е  М і  №  і и  - 0 , 1 + К | }  є ; - 2  

«  5 = 1

К І  * Т  Я И А̂  > Е 4< &  )[у, £  -  А ,0 0 ) -  о ,| + |а 2 | ] ^ Л .її г Іг/ </ 5 1
Звідки

К  І -  т т  \\к  ̂) Е  4  й  УМ>4у\ ~ а і II0/7 г - і(І (І 51
Остаточно дістанемо таку оцінку:

\Х\ Лг * р " " 1
|Г( х ) - Г„ (л ') |< и зи р |^ ( х ^ ) Е 4 Й № |к  -а , | |-—■*—  (9.4)

О  .V . ..І 1 — с .
ї ї  4 -  ' 4

Отже, мас місце теорема
Теорема 7. Нехай виконуються умови (7.1), (7.4), (6.4).

(8.4). Тоді при п —> со послідовність функцій {>*„(^)}, ш
визначається рівностями (3.4), (4.4), збігається до розв’язку 
у(х)  нелінійного інтегро-різницевого рівняння (1.4) з оцін­
кою похибки (9.4).



§5 . АЛГОРИТМ, ЯКИЙ ВРАХОВУЄ СПЕЦИФІКУ 
В1ДХИЛ ЕННЯ АРГУМЕНТУ

Для наближеного розв’язування рівняння (1.4) побу­
дуємо алгоритм, який враховує специфіку відхилення аргу­
менту, в зв’язку з чим в першому наближенні покладемо: 

а

г ,(л )= ф (а) + х .
а

де

« я  \ \ уЛ  7  = 1 . 2 .....
(І II

або
А А А А А

й2а у| = ||срй -  Д ,(х))с/хсЩ, + X Л|ХГ(£, -  Ду(х),г|)•
а а а а а \ 9 /

В п-ому наближенні отримаємо

уЛх)=Ч(х) + \ \ к (х& Ш ,У „-&  -А М + а .,,; .. . ;
а ( • )

Л -іЙ  -Д * (* ) )+ а „„№
. А А

ле = л7 1 1 ^ ' " _ Д'  ~ >'» -1 ̂  -  А  (3-5)// а
або

А А А

І,2аі» = Я 1\ щ  -  Ду(-*).П)Шп.З'.-іОі -  Д ій  -  Ду (■*)))+а|„
*/ </ /І

Л-|(П -Д<Й - Д уМ))+а«,.]-Лл.Т'„-2(Л - Д і й  -Д,(л-))) + 
+ а і.„-м;-.7'„-у(Ч -  Д4Й -  Ду(.ї))) + а».„.,]і'М иЛ ;

(4.5)



Достатні умови, при яких існує єдиний розв'язок рівнянь
(1.5) і (4.5), в цьому випадку мають такий вигляд

//

з и р [ с р ( 4  - Д у(*)) +  ДО?’Ла:Є  -Л,(л-),п
г4

/)
і п Д ф Й  -  Д у ( * ) )  -  Щ ?' | * ( 4  -  А , ( х ) . я ) ^ ]  -  К ) ( Г - Г )  ї

(5.5)

де
/»/> />

= | ?  ЯЛ*® - Ь , { х ) , і \ р ф & , ,
її а а

причому
т, < а у 1 < ЛСу; |а,.„| < п = 2,3,...;

к - , М - ф ( х ) | < Г Р ;  / и ,  < Л . , ( 4  - Д у ( х ) ) + а „  * Л / у

1. Для доведення збіжності алгоритма (2.5), (3.5) введемо 
позначення:

^>,(4 - Д у(^)) = Л -і(4 -  Ду(х ) )+ а ;„.

Тоді, виходячи з (2.5) і (4.5), будемо мати
л

2 , „ ( 4  - Д у М )  = ф ( 4  - а , ( л - ) )  +  з . { ж у [ . г , ^ , т і , 2 , „ . . 1 о 1 - д , ( 4  - Д у ( х » ) ,

(І

( п  - Д * ( 4  -  Д , ( А ) ) Ж п  + | г Ш * Є  -  Д / ( л - ) . п ) / [ п , г , „ ( п  -

// (/ а
- Д і ( 4  - Д , ( л : ) ) ) . - . 2 , „ , ( л  - Д , ( 4  - Д , ( * ) ) ) > М - « ( 4

де



И/Д*4.Ч,2,,,.,(Л -Л,Й - Д ((л-))),...^.,(л -Д»Й -АДл:)))) =
= К(% -  Д,(лг),л)/[і1,г|.„.,(і1 -  д ,й  -  Д,.(х))),...,г4.„.,(іі -

. І) А
~А,Й -Д ,(.г )))]-р -||л Д 4 -Л / (^),г1)/[ і1,2,„.,(ч -А,Й -А,•«)),...

/; а
-.г*л.,(п -А , Й -  А і(х)Шхсії,.

Нехай функції / ,  IV] задовольняють умову Ліпшіца, зокре- 
ма

К , г і , 2 , ; г2 2 4 ) - ^ (л 'й ,Л , г,;г 2 І*)| < £ ( * , £ ,  ,л )К  _ г*
5=1

Очевидно, що

К  й  -  Д, (л-))| < |Х| } £  С-5 (* й  ,л )|5г„_, ( л - Д Д - Д ,  ( д ф і  +
а

+ 7 7  11 Ц ^ Й  -  Л / а О . Л ^ ^ С п ^ Д 11 -  Д5Й  -• І __

І М  -  N  шах зир | ^ С ;Дх й ,ті>/л |52„_і| +
] т* « *=»

К  І А А л /.

+  У Ш К ®  -  д у > Е  А, (Л УїлеїхсК, ||5г„ ||,
її а а 5=1

ДЄ

||бг„|| = тах зир І8г „Й -  Д,(^))|-
І гф/~Т,„А) 1

5Ф'.'М
Звідси отримаємо таку достатню умову збіжності алгоритму
(2.5), (3.5)

N 'ґхЛЕ> = тах  5іф 12 ,  С (Л'й,11 У/р < 1, (6.5)

де



С'= І- т а х ^ -  І  \ \ К $> -  А , (*),П ) |Х  4  .
і1 її її 3“*

2 . Виведемо оцінку похибки п-го наближення. Легко бачити, 
що

Іу. (*) -  у„_, (х)| < \Ц \Щ х£)|і А, (4 ) К  (4 -  Д5 <
„  5 —1

< \ \ \ \ \ К { х & ) & А Д Ж -
п 3=І

-  шах зи рк  (л -  Д Д  -  Д (,г)))+а5, - а 5І|є '''2.
‘■І.1 * л 1

З (2.5), (3.5) і (7.1) після нескладних перетворень отримаємо

М ^ Т г 'Ш і ^ Й  - АЛ*).Т1 )Е Л (Г1)Х
11 І, І, І, /=1

А
х |^ (т | - Д Д - А 1(х) ))+ап  -а„|г/ті<&Д = £ Х ,|с х ,2| +

/= І

+ 7 г Х  Ш К Й  -  Д, О), Л )| • |л (Т| -  Д, Й -  д5 (х))) - а „  ІX
п і- \1~х а и а

х А,(г[)(ІГ}(іхсІ^ (7-5)

де

К , ~ДД-ї )>ті)И/(ті)^п^ї^  •
</ а її

Нехай
1 - а/;, .- -  А/, ,

- а/;, •- 1-А/».
і всі алгебраїчні доповнення /3 > 0. Тоді система нерівно­
стей (7.5) має розв’язок:



М 5 т т ^ І } І І Е ~ М * )л ) |4 (п )« М и й і х
Л и  /=І ,; „ « '/='

х т а х 8 и р к (п  - Л ,й  -Л *Д д:)))-а/І|.
ч*

Таким чином, отримуємо оцінку:

М  - УЛ4* |Х|5и р Х  ||К(л-,і;)|ЛД )[1 + -Н -х 
Т * - 1  « П 0

хХ -  А,М.П )|-і(П>М-«/4] • 1г, _аі||"“ —
/=ІЛя«'/=« 1 Є<і

(8.5)
Алгоритм (2.5), (3.5) дає можливість більш точно відшу­

кати розв’язок, але об’єм обчислювальної роботи порівняно з 
алгоритмом (3.4), (4.4) збільшується. Як підсумок, маємо теоре­
му.

Теорема 8. Якщо функції /  і \У] задовольняють умову
Ліпшіца і виконують умови (5.5), (6.5), то алгоритм (2.5), (3.5), 
збігається до розв’язку рівняння (1.4) і при В '>0,0'^ > 0 має 
місце оцінка похибки п -го наблюїсення (8.5).

§6. Н а бл и ж е н е  ро зв’язуван н я  о дн о го  кла су  ін т е г ро -
РІЗНИЦЕВИХ РІВНЯНЬ В ПРОСТОРІ С .

Розглянемо нелінійне інтегрово-різницсве рівняння (час­
тинні випадки його часто зустрічаються в задачах автоматично­
го керування)виду

А х)  = ФМ + І а  К < * Ш [Ах + Ь),у$,),у<£, -  Д , ( Ж , ( 1 .б )
' “І „

в якому / г -неперервні функції від своїх аргументів в області 
К: І  є [а, її|, т < у < М \  ср(х) -  неперервна функція на 

відрізку [ а - х 0,Ь], Кг( х £ )  -г обмежені ядра першого роду 
(неперервні майже скрізь) або полярні ядра виду, вказаного в § 1



цього розділу, при X е [сі,Ь\, 4  є  [#,&], Дг(.ї ) — неперервні 
функції. причому 0  < А,.(а) <т при
хє^ф]т  =іпая,.;т0 =та.ф ,т)К ; . ( \ ^ ) = 0  при х є[а ,Ь ] .г

Для наближеного розв’язування рівняня (1.6) згідно з ме­
тодом осереднения функціональних поправок в першому на­
ближенні покладемо:

к !'

У , О ) = <Р (а) + X  а г ї г  (а, ;а, ; а , ) | а:,, (х,4 )</£,, (2.6)

1  Л
де а , = - ІУ,(х)сіх, к = Ь - а >  0 = 0. (3.6)

З рівностей (2.6) і (3.6) видно, що а , визначається з рівняння
/> * /> І)

/га, = | ф ( а ) ґ/а  + ^ а г/ г(а, ;а, ; а , ) )с!х(К, . (4.6)

В п -ому наближенні будемо мати

У„ О ) = 9  О ) + £  < а г 1 к г ) / ,  0 , - 1  „;(5.6)

Л - .Є  - д ,  ( * ) ) + « ,№ ,
1 *

де а » = 7 1 ^ " ОО “  0 )1 * (6.6)

= і  в, ІК О Д ){/:;0.-,(* + „;9„-,й)+а„;
ч а

У „  .1 ( 4  -  А . 0 0 )  + а , ]  -  / , 0 ,  2 ( *  +  * )  + а , - і ; Л - 2 Й )  + « , - 1  і  ( 7 - 6 )

Л-2 й  ~ А, (а-)) + а„-, ] ■
1. Нехай в області У? функції

/гї /Л)Іа + Л), ), ФЙ -  А,. (А))] < Р,
задовольняють умову Ліпшіца



1 ) |Х ( 2 | ,г 2 , 2 , ) - / Д г „ 2 г)2 3 ) |< ^ Л , г|2 , - 2 , 1
5 = 1

і виконуються умови:

5ир[ф (х) + £  \аг\р 1|а:,. (х£ )\(Щ, ] + N(1? -  / )  < М

(8.6)

2)
/•=]
А Л

іпГ[ф(л-) + Цк Л хАН)-Н{Г -  / )  < ш (9.6)
Г=І ,,

ДЄ
/  = п ііп /г; Г  = шах Рг;Р = тах(|у|,(/Г|);

'■-І " « О
3)

< ь  <10-б)
П  Г - І  „  „  5 =1

Розглянемо функцію

~ Т ^ аґ/Л с>с>с
к Г-І

На основі нерівностей (9.6) будемо маги:

0 (да) < ні -  іпГ[ф(х) -  /7Е К | | К ( ^ ) И і ' - / )  < 0
Л г-І „

-  к
0  (М ) < М  -  мр[ф 0 0  + Г ^ \ а гІ \\Кг{Х & Щ  ] -  Н(Р -  / )  < 0

т Г-І „
Отже, рівняння (4.6) мас дійсний розв’язок а , який лежить в 
інтервалі (піуМ). Умова (10.6) забезпечує сдпність цього 
розв’язку. Справді, якщо б рівняння (4.6) на інтервалі (т,М)

і
мало б ще один розв’язок а , , то неважко переконатись, що

1 7>
о (с) = С -  -  }ф(х)Л



К  - « ї ї  * т Х к  \\) \К . . ( * , 4 ) | * ^ І Х | а , '  - а , | ,
П о ,і *=«

а це можливо внаслідок нерівності ( 1 0 .6 ) лише при а [  -о с ,. 

Тепер розглянемо функцію

Т ,  ( с ) =  с  - 1 £  ї  К  > / [ > ' » - .  6 + * ) +  с ; у „ . ,  | ) +  с ;

г=| II II

Уп-1 Й -  Д, (•*)) + с] -  / ,  Ц „ _ 2 (* + 6 ) + а„_,; (4) +а„_,;

Л-2 (4 -  Аг 00) }<&(/4.
Легко бачити, що
У „ [ -У У (Г - /) ]< 0 , Ч Д А ^ - Я І ^ О ;  п=2 , 3.......
тобто рівняння Ч*п(С) = 0, а разом з тим і рівняння (7.6)
має дійсний розв’язок а /; в проміжку (—N (7^- / ) , /^(Т7-  / ) ) .
Єдиність цього розв’язку для всіх п=2, 3, доводиться аналогі­
чно випадку п= 1 .

З (5.6), (9.6), а також з нерівності |а„| < Л^ / 7  - / )  
відразу випливає, що

К - іО О -ф О О І^Д ^, (п .б)
де

1 -  ХКІ5иР }кад)И ■
•-і •' „

і
т<у„.,(х)+а „ < М .  (12.6)

'Гим самим доведена теорема.
Теорема 9. Якщо в області Я виконуються умови 1)~ 

3), то рівняння (4 6) має єдиний дійсний розв'язок а , в 
проміжку (/77, М ), а рівняння (7.6) має єдиний дійсний 
разе 'язок а„ який задовольняє умову

|а„  |< Щ Г -  /  ), /7 = 2,3,...



При цьому виконуються нерівності (11.6) і (12 6).
2. Доведемо збіжність алгоритму (5.6), (6 .6 ) і оцінимо похибку 
іі-го наближення. Ввівши позначення

2 А х ) = У.-і (х)+ а„
на підставі (5.6) і (7.6) отримаємо

2.(л)=фМ + £ > , )  У,[хА,г+*);2..,й), +
Г=| а

*2 .Л -Д,(*)М IКгЬ.Шг [2„(Л +6),2„Й -4,(«Ь,

Де
Кг [.х,£., 2 _  (X + 6);2„_, (4), 2„_, (4 -  Лг (х)) =
= ^ ( х)4 )/.[2 „ .і(х + 6),2„.,(4Х2„.,(4 -  Д,.(х)]-

" }  ^ ( ^ 4 ) / г[2„.,(х + й);2„_І(4).2„.І(4 -Д Д хЖ х.
* «

Нехай в області Л функція Уг задовольняє умову
з

5-І
Тоді
152,, (х) Н  2„ (х) -  2„_, (х) |=| у я_, (х) -  уп_г (х) -  а„_, + а„ |<

“гі /  № Д х,4 )|62„ .1(х + 6 ) |+ 5 2г(х)4)|62„.,(4) +
г=І п

+ 53Д х ,4 )|8 2 „.,(4 -Д г(х))|№  +

+ 1 /С ,(х ,4 Ж |5 2 „(х  + й)| +
; 531 </ а

+ ^ 2г52„ (4) + Ліг 152„ (4 -  Д, (х)) |]г/4
Вибравши відповідним чином норму, звідси будемо мати:



11§ ;? „ 11< і £ к  і )  Ґ Е  5 ) 1162 , . ,  и,
^ '  / -  І / ,  '  5= 1

де

с  = 1 - } £  К і / /  К,ХхА)̂ли .
" /•=І „ ,, 5=1

Очевидно, нерівність

Є в = =  І  І", І зир і І  (дг,5 )гі5 < і (13.6)
С /  Г = ! Л «  5 - І

буде достатньою ознакою збіжності алгоритму (5.6). Приймаю­
чи до уваги (5.6), (8 .6 ) і (6 .6 ), дістанемо

и х * ) І  к 1 1 к , . ( ^ ) | [ / іі г і 5 2 „ ( х + 6 ) і +
Г = | „

+  Л , -  1 5 2 .  ( 5 )  І  + 4 , | 6 2 . ( 5  -  Д , ( х ) | ] Л 5  *

* е Е  л Л  І * , ( * , 5 )  1 ^ 1 1 8 2 .

5 =  1 „

^ Е  К Е  |А:,.(А'>5 ) |^ ( | |Л - а , | |  + |а 2 |)Є6"-2)
Г =  | 5=1

1
Л л

| а 2 |< 7 Е  | |  /  |КД а-,5 ) |Ф * Е  Л Д І ІЛ - а ,  || + | а 2 і),
"  гг-А „ „ 5=1

ЗВІДКИ
/> /.

І а , 1̂  Т ^ Е  К  11 \  \к г(5,5)И <*Е 4 ,  II Уі - а ,  II.
ЛС/ ,=| „ „ 5 = 1

Остаточно дістанемо оцінку



, к З Ь
І А .х ) -У п (а-)|< -=  £  \а г І І  зир ]

°  /* = 1 і' = 1  X Сі 

8  т ~^
-П^і - “ і П —^ —  ' 0 4 .6 )

ь 6
Таким чином, має має місце наступна теорема.

Теорема 10. Для збіжності алгоритму (5.6), (6.6) до 
розв ’язку нелінійного інтегро-різницевогорівняння (1.6) при вка­
заних вище припущеннях відносно функцій Д і V,- достатньо, 
щоб виконувалась умова (13.6) . При справедлива оцінка (14.6).

§7. П ри к ла ди .

1. Легко перевірити, що нелінійне інтегро-різницеве рівняння

у(х) = х - в ) ^ у 2( \ ж
о 1

має два розв’язки ^(д:) = * -  — і у(х)  = х  — —.
4 6

Алгоритм (3.1), (4.1) в першому наближенні дає 
!

(*) = •*-8 ̂ « і2̂  =х-4а ,2,

Звідси
- 1 + 7 ?

і

уМ 3±л/5А'-----------



В другому наближенні вищезгаданий алгоритм дає точний 
розв’язок в той час, як звичайний ітераційний метод Пікара 
тут розбіжний.
Похибка першого наближення відповідно рівна 
|у(.ї) -  у,(х)| а 1-ї -  0.75 -  х + 0.6545| а 0.0955,

| у(х)-  V, (х)| а  |д- -  0.1667 - х + 0.0955] а 0.0712,
І І
}[у(х) -  у, ( х ) |  сіх а  0.00912 ; Ду(.ї) -  у, ( х ) }  сіх а  0.00507 .
0 0
2. Розглянемо інтегро-різницевс рівняння

у(х) = Ї І х - ± х 2 + ^ ) х ( , 3у & - -1 Щ  , (2.7) 

яке має точний розв’язок: у(х)  = х .
Згідно основного варіанту методу осереднення функціональ­
них поправок (3.4), (4.4) в першому наближенні будемо ма­
ти

V'(.X) = —  хг-  —  х - + - х а ,  ; _>'оО) = 0,

ДЄ
1  1

а ,  = \у,(х)сІх = ~  + — <хї ,
0

ЗВІДКИ
а, * 8 ±  7.483.
Тут слід взяти друге значення для а , (а, ~ 0 .5 17), бо 
умови (6.4) гарантують існування а , в інтервалі (-1.2202; 
1.195); М  «1 .195; #и * - 1 .2 2 0 2 .
Тому остаточно в першому наближенні будемо мати 
у,(х) «1.050 ї х -  0.0250л-2.
Достатня умова збіжності алгоритму (3.4), (4.4) для даного 
прикладу викопується є « 0.1756 < 1.



Алгоритм (2.5), (3.5), який враховує специфіку відхилення 
аргументу, в застосуванні до наближеного розв'язування рі­
вняння (2.7) в першому наближенні дає

Уі(*)=
і

+ Г « ||« 2 |*-ь
де

І І
а „  = Ц>,(4 -х)сіхс^ = -0.0042;

0 о
І 1

а „  = І  \ ух<&-  * -0.5168.
0 о

Отже,
у, (х) « 1.0 169л:-0.0250а2 .
Таблиця 3 _____________________

'н II ) Ф ) У, (х)
0 . 0 0 0 . 0 0 0 0 0 . 0 0 0 0
0.25 0.2609 0.2526
0.50 0.5188 0.5022
0.75 0.7735 0.7486
1 . 0 0 1.0251 0.9919

З таблиці 3 видно, що вже в першому наближенні алгоритм 
(2.5), (3.5) дає більш точне значення, ніж алгоритм (3.4), 
(4.4), однак, об’єм обчислювальної роботи більший, бо в 
випадку застосування алгоритму (2.5), (3.5) для кожного 
відхилення аргументу доводиться знаходити відповідну фун­
кціональну поправку.



Розділ Ш

Д о с л ід ж е н н я  в п л и в у  в и п а д к о в и х  з б у р е н ь

НА РОБОТУ ДИСКРЕТНИХ І НЕПЕРЕРВНИХ 
ОПТИМІЗАТОРІВ ПРОПОРЦІЙНОГО ТИПУ

§1. ІТОСГАІІОВКА ЗАДАЧІ
Розглянемо імпульсні екстремальні системи, в яких 

величина робочого кроку пропорційна відхиленню від екст­
ремуму. Як відомо, такі системи використовують зовнішній 
пошуковий сигнал модуляції для визначення положення ро­
бочої точки відносно екстремуму.

і "Ь'ііЬ — 1—ІЬ2І5>|—

.........^  Е З
-^я т \-

—  О . —. .. ц у г  (/ 1 05 7<1\ І
р -

-Р  со<. Т и

Рис. І



Пропорційні імпульсні системи оптимізації мають дві 
різновидності: 1 ) системи з синхронними детекторами різни­
цевого тину (рис.1 ,а), добре описані в роботі В.М.Кунцевича 
[52], і звичайного типу (рис. 1 ,6 ), опис яких є в роботі 
А.А.Фельдбаума [105]; 2) системи з двома спробними кро­
ками (рис.І,в), робота яких також описана в статті [105]. 
Основна відмінність систем з двома спробними кроками від 
систем з синхронними детекторами полягає в тому, що час­
тота спробних кроків в системах з двома спробними крока­
ми в два рази більша від частоти робочих кроків, в той час 
як в системах з синхронними детекторами спробний крок 
суміщений в часі з робочим кроком. Ця обставина 
відображена на схемі (рис.1 ,в) наявністю змінного ко­

ефіцієнта підсилення /с[я]= -~|І + (-!)" ] , який здійснює

поділ частоти в два рази.
На виході синхронного детектора деколи доцільно 

включати низькочастотний фільтр з фіксатором нульового 
порядку (рис. 1,а,б). Необхідність включення цих елементів 
викликана тим, що вихідний сигнал синхронного детектора 
містить крім корисної складової, яка визначається 
відхиленням системи від екстремуму, ще й квазіперіодичну 
складову, обумовлену впливом нелінійних членів. Але 
включення розглядуваних елементів не завжди є 
обов’язковим, оскільки вплив квазіперіодичних членів про­
являється при великих неузгодженостях і достатньо крутій 
екстремальній характеристиці. В протилежному випадку 
квазіперіодична компонента невелика і необхідність в 
фільтрі з фіксатором нульового порядку відпадає. Але якщо 
імпульсна екстремальна система з модуляцією (ІЕСМ) 
різницевого типу може обійтись без низькочастотного 
фільтру, то звичайна ІЕСМ без останнього, який
відфільтровує коливання з частотою со = у (період коливань

(-1)" дорівнює 2Т), недієздатна. В роботі [52] показано, що 
в усталеному режимі квазіперіодичні компоненти щезають в 
ІЕСМ різницевого типу і залишаються в звичайних ІЕСМ.



Різницева ІЕСМ має кращі динамічні властивості порівняно 
з системою з двома спробними кроками (більша швидкодія).

В усіх трьох системах об'єкт апроксимується
послідовним з'єднанням лінійної інерційної ланки №■,($) і 
нелінійної параболічної ланки. Збурення ^ , яке є
стаціонарною випадковою функцією від часу з нормальним 
розподілом і нульовим максимальним сподіванням, діє на 
вході нелінійної ланки.

Похибку систем є зобразимо в вигляді двох складо­
вих: е(з) — складової від регулюючої дії и(г) і ш(і*) — 
складової похибки від модулюючої дії у (г). Якщо т($) 
існує як під час перехідного, так і під час усталеного про­
цесів, і є періодичною функцією часу, закон зміни якої нам 
відомий, то е(з) існує тільки під час перехідного процесу (в 
усталеному режимі е(х) = 0). Далі нас буде цікавити складова 
похибки е (з ) , яка має випадковий характер. Похибки роз­
глядатимемо тільки в дискретні моменти часу.

Відомо, що при дії шуму з певною критичною вели­
чиною дисперсії екстремальна система перестає бути 
дієздатною, тобто дисперсія похибки системи починає зро­
стати.

Задача полягає в тому, щоб визначити максимальний 
рівень дисперсії збурення . при якому дисперсія похибки 
системи залишається обмеженою величиною. Це дозволить 
оцінити граничні можливості систем при роботі в умовах 
випадкових збурень.

§2. Ви вед ен н я  різн и ц е в о го  рів н я н н я  відно сно
ПОХИБКИ ЕN ДЛЯ ІМПУЛЬСНОЇ ЕКСТРЕМАЛЬНОЇ СИСТЕМИ 

ЗВИЧАЙНОГО ТИПУ
Для ІЕСМ звичайного типу (рис. 1, а), в якій керуючий си­

гнал ЕІ формується за першою різницею показника екстремуму 
[52]:

и„ = Аф„ С05 70/, (1.2)



в роботі [ 1 0 0 ] показано, що похибка е(з) в дискретні моменти 
часу визначається таким різницевим рівнянням

«„ + В Д К - 1  УанеЦ = ^ Л ^ , , (2 .2 )
де

(£) =

К  (£ )( ' + Е-')  
АГ,Гл ( £ ) ( 1  + £ - ')  + 1  

1

(3.2)

(4.2)
^ Д д ( £ ) ( 1  + Я -') + І

К, = 2аІ[Іан ,ІУА(Е) = {Е)К'„ф(Е), Ех„ = х„„ . (5.2)

™л(Е) є передаточною функцією лінійної частини системи, а 
1 - е - '5

0 ^  =
■ 5 ( ^  + 1 )

(6.2)

є передаточна функція послідовного з’єднання фільтра з фікса­
тором нульового порядку, ам - амплітуда модулюючої дії на ви­
ході інерційної частини об’єкта, тобто амплітуда модуляції а, 
приведена до входу екстремальної ланки, аи -  кривина параболи, 
Т -  інтервал дискретності, тф -  стала часу фільтра.
Виразам (3.2) і (4.2) відповідають дискретні перетворення:

»;■(*)=
У > Х 2  + 1 )

Я Х  (*)(* + 1) + г ’
(7.2)

К ( * )  =
2

^ ' ( 2 X2  + 1 ) + 2 *
(8.2)

Виведемо різницеве рівняння відносно похибки е,„ аналогічне 
рівнянню (2.2), для ІЕСМ звичайного типу (рис. 1, б) з законом 
керування [52]

(/„ =ф„ созП п. (9.1)
Враховуючи поділ похибки системи £  = л'+^ на похибку від 
регулюючої дії

Ф )  = Ж, ($)Ж2 (5)и(г) +£ (я) ( 1 0.2)



і на похибку віл модулюючої дії
т(5) = ^ (^ Щ (л )и (2 ) ,

запишемо вираз для сигнала на вході екстремальної ланки в ви­
гляді (рис. 1, б):

£ „ = М ~ і  У‘+е„, (п  .2)
де ам мас той же зміст, що і в випадку різницевої ІЕСМ.

Тоді на виході екстремальної ланки в дискретні моменти часу
отримаємо

Ф. = ~аЛам (-1)" + е„ ] 2 = - а.(аи 2 +еп2) -  (12.2)

На виході синхронного детектора будемо мати

й .  =Ч>(-1)" = ~ *М мг +еп2)П- 2  амаА
Як видно з цього виразу, сигнал на виході синхронного детекто­
ра містить квазіперіодичні складові, для фільтрації яких в зви­
чайній ІЕСМ обов'язково присутній низькочастотний фільтр з 
фіксатором нульового порядку без якого можна обі­
йтися в різницевій ІЕСМ.
На виході лінійної частини системи будемо мати

^ = - ^ л(£ )[а ,,(й „2 + е„2)(-1)" + 2  (13.2)
де Жл (Е) визначається рівністю, аналогічною (5.2), при цьому
(13.2), очевидно, відповідає першому доданку рівності (10.2). З 
рівностей (13.2) і (102) дістанемо різницеве рівняння динаміки 
системи відносно похибки еп в дискретні моменти часу
[1 + 2 аиа.$Гл(Е)1ей + « Ж  ( £ )Н  У  є] 1 = ? . -  “ Ж  (-1)",

яке неважко звести до виду
<?„ +ЇГл (Е )[аЛ -1)ге1] = Ї¥а( Е К й - Ї Ї л:(Е)аиа 2м ( г І ) \  (14.2)
де



(15.2)

К| визначається однією з формул (5.2).
Як показано в додатку, другий член правої частини

(14.2) в практичних випадках приймає дуже мале значення, тому 
цим членом можна знехтувати. Тоді рівняння (14.2) буде мати 
вигляд, аналогічний рівнянню (2.2) з тією лише різницею, що 
УЇС(Е) і ^(^визначаю ться за допомогою формул (15.2) і
(16.2) , а не (3.2) і (4.2).
Різницевим рівнянням виду (2.2) для звичайної і різницевої 
ІЕСМ відповідає структурна схема, зображена на рис.2 (в ви­
падку різницевої ІЕСМ сигнал (3 відсутній).

§3. Виведення  різницевого  рів ня нн я  для
ІМПУЛЬСНОЇ ЕКСТРЕМАЛЬНОЇ СИСТЕМИ З ДВОМА 

ПРОБНИМИ КРОКАМИ

Виведемо нелінійне різницеве рівняння відносно ви­
падкової похибки ІЕСМ з двома спробними кроками 
*рис.1,в), закон керування якої має вигляд [105]

Де Ц„ — регулююча дія в дискретні моменти часу,

Рис. 2

+а(-\)п (1.3)



а  — коефіцієнт підсилення. ф;І — показник екстремуму, 
а ам пл і туда м одул яці ї.
Випадкова похибка системи в дискретні моменти часу рівна

є. = $ . + & *  (Е)Ц„, (2.3)
Д е

Й ,{Е ) = ^ \ ¥ 2(Е ).
Враховуючи рівності (11.2) і (12.2), запишемо вирази для 
координат на виходах ланки, яка обчислює першу різницю 

і ланки з коефіцієнтом К\іі\ відповідно

АФ,,-і =Ф„ -Ф„.і = ~ан (е« -е„2- , ) - 2 а на дД-1)"(е„ +<?„.,),

V ,, = ЛГ[«]іф „_, = ~ Е н { е І  -<?2_ ,)(-1)” - е 2. , ) -

- й //а д/(-0"(е„ + в .., ) ~ а на:„(е„ + е„.,)
Тоді на виході лінійної частини об’єкта будемо мати

К (Е )Ц п =  - і а„^ л(£ )(-!)"(1  -  -  -

-  анамІЇ„ {Е ) ( - \ у (\  + Е-')е„-  ан + Е ' ) е п (3.3)

Підставивши (3.3) в (2.3), дістанемо нелінійне різницеве 
рівняння відносно похибки еп в дискретні моменти часу

е„ +а„аІІЇЇ,(Е )(1  + Е - ,)еп + й„ Дд,ЖЛ(£)(-1Г(1 + +

+ ^ а н ЇЇл т - І П \ - Е - ' ) е 1  + І =Є .

або*
е„ + К(Е)(-І)" (І + Е-' )<?„ + р аії,|і + (-1)" ]і -  = ЇЇП (£ £ „ ,

(4.3)

’ Параметри і передаточні функції для ІЕСМ з двома спробними кро 
ками будемо позначати з хвилькою.



де

в д = ана я ^ 'Л Е )
1 + ан<імІУь(Е)(\ + £ “') 

1
. Р =

(5.3)

2а .
(6.3)

ял/, як показано в роботі [ 100], можна визначити при 
розв'язуванні різницевого рівняння 

І Ї л(Е )а (- іу  =аАІ(- \ )" . (7.3)
Різницевому рівнянню (4.3) відповідає структурна схема, 
зображена на рис.З.

Рис. З



§4. В и в е д е н н я  н е л ін ій н о г о  и п  е г ро - рі ш и ц е в о г о
РІВНЯННЯ ВІДНОСНО СПЕКТРАЛЬНОЇ ГУСТИНИ ПОХИБКИ 
ДЛЯ ІМПУЛЬСНОЇ ЕКСТРЕМАЛЬНОЇ СИСТЕМИ З ДВОМА 

СПРОБНИМИ КРОКАМИ.
Виходячи з структурної схеми (рис.2), при дослідженні 

випадкових процесів імпульсної екстремальної системи різни­
цевого типу в роботі [100] методом балансу спектральних гус­
тіш і математичних сподівань [54] показано, що усереднене за 
часом математичне сподівання похибки системи рівне нулю, а 
спектральна густина похибки визначається нелінійним інтегро- 
різницевим рівнянням

К 0 “ І / с ; 0 ) ? ; ^ - й + я > п , о.4)

(2.4)

спектральна густина збурення, со =соТ.
В §2 цього розділу було показано, що звичайна ІЕСМ 

описується різницевим рівнянням такого ж виду, як і ІЕСМ різ­
ницевого типу. Тому нелінійне інтегро-різницеве рівняння спек­
тральної густини похибки ІЕСМ звичайного типу ідентичне рів­
нянню (1.4) з тією лише різницею, що \У,(Е) і №п{е )  визнача­
ються для звичайної ІЕСМ за формулами (15.2) і (16.2).

Виведемо нелінійне інтегро-різницеве рівняння відносно 
спектральної густини похибки для ІЕСМ з двома спробними 
кроками. З структурної схеми (мап.З) випливає, що спектральна 
густина похибки останньої ІЕСМ визначається із співвідношен­
ня (баланс спектральних густин)

= &  + &Іу + С[х (3.4)

Очевидно,



(4.4)

З іншого боку, в статті [ 100] показано, що5'ЛУ т Н 1 -  « '* Г  )5« $Р» §.
Тоді,

С/г § У —І1"6’^2 І^ ^ / ^ “ ^ ) /^ +7"|1~е'/1"|2 - П+п) /П,

с; $ > —  Iі -  ]е; №  $  -  й > о +п 1 11 я

2р ;  О й )2 ] с ;  ( р р ;  ( Ч п + я ) / а  (5.4)р Ч*
2п

\ + е

Підставивши (4.4) і (5.4) в (3.4), для визначення спектральної 
густини похибки ІЕСМ з двома спробними кроками отримаємо 
таке нелінійне інтегро-різницеве рівняння

5; $> Ч. (Ч  і  р$Р;, $ - * > ̂  $ р ; $ -а р а -

~ ^ 0 $ )}Ч  №  §-П+п)і (6.4)
-я

ДЄ

р ( 7 ) = |і - е - у” |2р ; 0 ш ) .  (7.4)

е $ ) = | і + е-'“ |гр ; 0 ш ) ,  (8.4)

(9.4)

Тут було враховано, що функція С*п ] періодична з періодом

2 71 і тому С], (о + 71 )= 5/) (о -  ТІ ).



§5.ДОСТЛТН1 УМОВИ ОБМЕЖЕНОСТІ ДИСПЕРСІЇ ПОХИБКИ 
ПРОПОРЦІЙНИХ ІМПУЛЬСНИХ СИСТЕМ ЕКСТРЕМАЛЬНОГО 

КЕРУВАННЯ ПРИ ДІЇ ВИПАДКОВИХ ЗБУРЕНЬ.
Розв’язавши рівняння (1.4) і (6.4) відносно спектральної 

густини похибки, неважко перейти до дисперсії похибки. Для 
наближеного розв’язування нелінійних інтегро-різницевих рів­
нянь (1.4) і(6.4) д о ц іл ь н о  застосовувати метод осереднення фун­
кціональних поправок [92], збіжність якого для більш загальних 
нелінійних інтегро-різницевих рівнянь доведена в §6 другого 
розділу. Ефективність цього методу в застосуванні до даної за­
дачі підкреслюється ще і тим, що функціональні поправки а,
мають тут цілком визначений фізичний зміст, а саме а , = В /п - 

перше наближення дисперсії сигналу похибки, а а і (і = 2,3,...)
зв’язане з і — им наближенням дисперсії сигналу похибки за 
допомогою такої рекурентної формули 

= ~ М/./-І = 2,3,...).
Доведення збіжності методу Ю.Д. Соколова (§6 другого розді­
лу) с обгрунтуванням застосування цього методу до наближено­
го розв’язування інтегро-різницевих рівнянь (1.4) і (6.4), а від­
повідні ознаки збіжності дають можливість отримати достатні 
умови обмеженості дисперсії сигналу похибки відповідної 
ІЕСМ.

1.3 умови (13.6) другого розділу випливає, що для рівнян­
ня (1.4) в випадку системи різницевого типу достатньою озна­
кою збіжності методу осереднення функціональних поправок є 
нерівність

я* з и р  [я, (о X  « , $ )
Е6 = ------ -------------- ------ — — - < 1 .  (1.5)

де / і ,  /і. (о ),/ = 1,2;-коефіцієнти Ліпшіца для функцій відповід­
но

. / ; = с ;  (р Х« (р -  Е + я ))■



-  ;  | с о ;  ( р -  $ + * > «

Нехай С„ (о )=  /,, С7// ч- 7т /2.

Тоді А. = —  = С,‘ (П -(о+7г1)<М ;
діх

4 = | 1-=с;,$)<м ;
ді2

В ,  (Із )= —  < МІЖ/ (/сз )" -  —  (ІЖ/ (/оз V Л а  ; / = 1,2,ді{ 1  ̂ 2я л
де ти і М  , як це видно з умов (9.6) попереднього розділу, задо­
вольняють систему нерівностей

зир^С,’, ^ ^ я ^ М 2|ж/*(^'о)^ + у 1-^ / '2 -/н 2)Цж/(/а)^Г г/со < М ,

Ц с ;  (о ) - я2М 21Ж/(/со^ - уі-(м2 - ш2) |ж / (̂ со̂  с/со > /и

або в спрощеному і більш жорсткому ВИГЛЯДІ

аІ Цж/ (/со ̂  Л аМ 2 -  2пМ  + Цс^ (з )/оз < 0,
< -  _  -  _  (2.5)

а] Цж/ (/оз ̂  Лат2 + 2кт - |с; (з )/оз < 0
„ -1С -7Г

(спектральна густина С,*(із) - функція парна).
Розв’язавши нерівності (2.5), будемо мати

л ~ Г ~ а"
м > — 5!--------- ї ї -----------------т _________

!)'< (/'«  )гЛо



- я  +  п : + а І  11^,'( /о  ) ) 'Л о |б ’й (ї)/о )

/Я  <  -

ІКС *»? <Усо

Умову (1.5) можна переписати так

(М -  /л) ||Ж / (/'со І  с Ш

<1О Л . _. 7 __

-л
або з врахуванням оцінок для т і М

2я -  2 п 2 -  а 2 | |  Ж/ (/со |  <г/со |С ; , (о )/со <
V -я -л

<  ̂+ а1 | ^ "  (/“  І  ̂  (й >со

Звідси отримаємо

{ о :, $ ) / »  < . .А +* Я У  „ -------

25°,! Лж '“ 0 “  І  я " К  0®  І
-Я  -Я

Ввівши позначення

А д = Д Н ^ > “ - А 5 = т "  .

нерівність (3.5) зведеться до вигляду 
0,225

(3.5)

(4.5)

° І Х  <  г п  ■ (5.5)

Це і буде достатньою умовою, при якій метод осереднеиня фун­
кціональних поправок збігається, а дисперсія похибки ІЕСМ 
різницевого типу обмежена.



Неважко перекопатись (див. оцінку (14.6) другого розділу), що 
похибку /7 -го наближення дисперсії похибки ІЕСМ різницевого 
типу можна оцінити так

ІА/ -  £>//.,

< шах зир
5 =  1.2  = 7? ,Ю.С2 С

с й  ( р - л ,  $ ) ) -  [ Ф  -  д * (з ) | | ]  ■

а г„ м  ! !< ( /■ « )  Ай я |

--Н--- Г — - ^ г - >  (6-5)
л - а \ М  Л ^ ‘ ^о ))2с/сй Єб

-Л
де

А,(о)=0;Д2(й)=ш +я;а, = - — [С,;,(о)/ш.
2п і

2. Для звичайної ІЕСМ умова (5.5) перепишеться так

/ > « < ■ ¥ £ .
"„А б

де £>и = у -  |С и (о )/со , £>бо = ~ -  | ^ / ( / с о |  <7со,

(7.5)

(8.5)

(9.5)

а оцінка похибки п -го наближення дисперсії похибки ІЕСМ 
звичайного типу мас вигляд

ІАг -  ° и .\  = ^  || с;(й >  £ } / «  <

< тах  зир
5гтК2 й.б

|с й ^ “ д , (Л) ) - [ Ф “ А,  ( 0) 1  - а ,



(10,5)

и]М  | |С ( / ( 0 ^ / м  _ л_,
_______ 2______________ £о

я - а ] М  ||Ж 7 * (/о.) |  г/сз 8 6

-  /" )]\Щ‘ (/'“  | ! .  _
де є- = -------- —  ? _  < 1 ;а; = —  >/м ,

я -  аг М  ' (/оз ]Г г/оз 71
-я

а /7Г і М  можна визначити, розв’язавши нерівності

а] Л^*(/о) |* с/еоА/2 -  2%М + (з )/оз < 0,
« -* -*

а] ||̂  * (/со | г/оз/л2 + 2я#Г - |С̂  (з )/оз < 0.
_ -я  -я

3. Легко бачити що нелінійне інтегро-різницеве рівняння 
(6.4) відносно спектральної густини похибки ІЕСМ з двома 
спробними кроками є частинним випадком рівняння (1.6) (роз­
діл другий) при

1 2 2
к=2;а] = ---\а2 = 2а3 = ------- = к2 = />(рсГ),ку = <2(оз")

4я я
Коефіцієнти Ліпшіца для функцій

/і  = С , ; ( о - л ) ; / 2 = с „  ( р ) ? л  ( о " -  ^ ) ;

К, = р(й)5,; (з -Я  ) -  |я(ю  )с ; (о -  Я )/ш ,

к3 = р ( й ) с ; £ - й ) - ^ -  )/> (« )§ ; (р)7,; $  -  п > ® ,



у, = о & К  < рй ; $  -  о + х ) -  2 - |е(ш  $ - п + *  > о

можна оцінити так
А„ =1 ;А2і = /(„ = А п = ЛІЗ =0;Л г2 <М ',Л,2 < М \А г, < М \

Д ,і(и )< Я (и )~ ~  |/>((о>/га;Я,,(ш)= В3|(ш )= Я,2(бГ)= м )= 0,

В,(со)<  М Р (а )-  —  ГР(ш)/йТ;/ = 2,3;
9тт -І

~  її

В,.3( щ ) < л ? е ( ш ) - ^ -  |б ( ш ) / ш ; г  =  2 ,3 .
2я

Тоді достатня умова збіжності методу осереднення функціона­
льних поправок в застосуванні до наближеного розв’язування 
інтегро- різницевого рівняння (6.4) має вигляд

--------------------------- < ь  (П .5)
I і1 ~

—Я
я я

2 |р(б5")Ло + |£(сб")^аГ ,
-п  -Я

пі і М  задовольняють систему нерівностей

де К = р 2а]

зир С-- (і) )» А'/2
/ і \

іпГ б£> 0Г)-  А/ 2|(д ^ О +2р Ч2@Ф')| ± 'іг & ) ій + ±
2 я

-ш : )< А/,

- /7г )> /7г

Або в спрощеному і більш жорсткому вигляді 

КМ 2 -  2пМ  + | о л', (Г)/<Г < 0,
« -Я

А*/772 + 2 л /77 -  | ( 7 ;д (о ^ /с іт  < 0 .



Розв’язавши ці нерівності і підставивши отримані оцінки для /Ті 
і М  в умову (1 1.5), дістанемо

2п - 2 7Г - Я

звідки

А л <
0,225

(12.5)

де Ои
_1_ 
2п

) с ; , $ ) к о , 5 рр

чч
_ 1_

2п
|2^})/С0 . (13.5)

Умова (12.5) є достатньою умовою обмеженості дисперсії похи­
бки ІЕСМ з двома спробними кроками. Похибку п -го набли­
ження дисперсії похибки розглядуваної ІЕСМ, як це випливає з 
(14.6), можна оцінити так

| А /  - Д ,„|= ~  |  а ;  5 , <

<
і  )/>(ш > 'й  + 1Ш

- т
-л

(14.5)



§6. П р и к л а д и .

І .Нехай И/,(.ї ) = ^  И"г( ? ) = - ^ ; ^ , ( 5 ) = І -

[ 2 - \ \ і - ( 1 )  2 + С,2 + а

г +^2 + а
де £ = £(і - с/ ) - ( і + с/ ) ,с7 = /:(і-с /)+ с/,5  = а ( і - с / ) ,  

т
сі = в т ,к  = к]а  ,а  -коефіцієнт підсилення лінійної частини. 
Припустимо, що на вхід ІВСМ різницевого типу ( мал. 1, а ) діє 
випадкове збурення £ з кореляційною функцією і спек­
тральною густиною відповідно

2 Т

Л; [/»]= А; е '■ ;С^(“ )= А
1 - е ' -

2 * ( 1.6)

Підставивши (1.6) в (2.4) і отриманий вираз в (4.5), знайдемо 
й и , при цьому інтеграл (4.5) обчислюється за допомогою

білінійного перетворення 2 - е 1 =
1 + 0)

1 -со
З ПОСЛІДОВНОЮ

заміною со на /V [51,54]. Після цього £)к} виражається через 
інтеграл виду

!  = _І_ г
’ 2п;-1/і , (» Х (-«  )

( корені /і3(р) лежать в верхній півплощині ) значення якого 
наведено в [51]. З врахуванням викладеного вище отримаємо 

(і -г <і\\ - к ){/ ,2 + (к -і- ксі ні- (і )\> ,У}/,А, - А,
(і -  к Хі + (І )|/ ,2 + (і - (І X ~ к У\\) ,\|/: + к (і -  к Хі -  (І)|/ 2

(2 .6 )



£>„ =
а

к ( \ - к )
(3.6)

В роботі [ 100 ] показано, що коефіцієнт А' можна зобразити так
1 -с і

к = кл
\ + сі

де к0 = сіапа 2. Тому що к0 визначається добутком незалежних
один від одного параметрів, то к0 можна вважати коефіцієнтом
підсилення системи.
Умова (5.5) на підставі формули (2.6)

0,225(1 -  А)](і -г г/)}/,2 -г (і -  (/Xі " к ) м/,У|/, ь к (і -  (/)уі
О гг < а;05Ь |1 + (1%1 -  к)\)~ + (к + ксі + 1 - <г/)улу2]

(4.6)

На рис. 4,а наведені залежності критичної дисперсії від к0

для випадків с!=0,3 і 6=0,4 при а  = 0,2;ан = 0,5;—  = 0,3. Тим

самим отримані області дисперсії похибки ІЕСМ різницевого 
типу . На рис. 4,6 наведені залежності першого наближення ди­
сперсії Оц ,. розрахованого при критичній дисперсії /9и  , від

к0 в випадках 6=0,3 і 6=0,4 ,а також залежності відносної дис­

персії сигналу похибки х  = — ~ ~  відА0 в вище наведених ви-
° ^ р )

падках. Для 6=0,3 достатня умова (5.5) виконується при 
Аос[0,1;1,5], а для 6=0,4- при Аог[0,2;1,9] в випадку/}.. = 1 .3  
рис. 4,а видно, що існує такий коефіцієнт підсилення системи 
к 0 ліри якому область обмеженості дисперсії похибки при дії
на систему випадкового збурення максимальна. Цей результат 
добре узгоджується з результатами моделювання ІЕСМ при дії 
детермінованих збурень [90]. де також отримана екстремальна



залежність критичної швидкості наростання збурення від коефі­
цієнта підсилення ІЕСМ.
2. Виберемо Ж,(?) і Ж, (?) такими ж. як і в прикладі І, а 

Тоді Г  = •* + < ? > -2 ~ (І. ' ' Я М И '
5 г

г 1- ^ + 5 , 2 - 4 , Н і *



б = а  (і-</Хі~ =! + </ + <>фАз = А + + М ф + <•('- ̂  ~ < ,.)

% ,= < М ф ,< Іф = - — .
ХФ

Припустимо, що на вході ІЕСМ звичайного типу (рис. 1,6) діс 
випадкове збурення з кореляційною функцією і спектральною 
густиною (1.6). Інтеграли (8.5) обчислимо методом, вказаним в 
прикладі І. Годі будемо мати

 ̂ 2 у* \
Ь0(-а,(І4 +а2аі)-а0(аА ~ « А  )А * = 4 /А с 1 - е

«0 (РоаЗ + "|2Я4 -  в|«2'«і )
де
/>о = + + = 2І + ̂ /2̂  + <>4^],
/>, =(і -*/)?( N + < 'Л +<о+*о </.„)]



а^ = ^ Т(" + 1 + е т-
/

_ т \
- е  Г"’ - 4 1-

у
т >

1+ тм ,
У

І - М фе т"

т \
в4 = * ( 1 - ^ - < 0 1 - в ' ' -

Тх = а 4 о  -  (1І  ~ 0 + ^  + аЖ -  ^ / .) ]
к% + а+аф + з л іф) і - к - м ф)

Тому умова (7.5) буде мати вигляд
0,05625а0 (@0аІ +сі]сіл -  д,<з2а3)

°9. <
« Х і

(  _тг\ 
1-е  т"

(5.6)

[Ь0(~ а,а, + «2«з) -  а0(аА  -  я Д )]

к< (6.6)

При цьому коефіцієнт підсилення к = 2аман(Х обмежений 
умовою стійкості Шур-Кона для Щ(е )  і ІУп(Е>)

1 +М ф((1 + сІф- М ф) - ^  + сІф)
( 1 - , / Х ! - ^ )  '

На рис. 5 показана залежність критичної дисперсії від кос-

фіцієнта підсилення системи /:0 для
Т —

с! -  0,4;сі. = 0 ,4 ;а = 0 ,5 ;—  = 0,3 ,а також залежності Оіп і
Т/"

-  Онл . ,
X  = у г ~  від к 0 .

и <&



<л-—се ,1

Порівнюючи рис.5 з рис.4 , неважко переконатися, що ІЕСМ 
звичайного і різницевого типів в тому вигляді, в якому вони роз­
глядаються в даній роботі, поводять себе приблизно однаково 
при дії випадкових збурень. Однак треба зауважити, що ІЕСМ 
різницевого типу розглядалася у прикладі 1 без низькочастотно­
го фільтру з фіксатором нульового порядку. Включення остан­
нього в різницеву ІЕСМ приведе до збільшення області обмеже­
ності дисперсії помилки ІЕСМ різницевого іипу і зробить її 
'кращою'' в порівнянні з ІЕСМ звичайного типу.
3. У випадку системи з двома спробними кроками (рис.І,в) Щ і 
IV, виберемо так . як і в попередніх прикладах. Тоді



}\г  =• -  « С - ^ >  ц ґ ( Л = ___ & ____
(2 - 1  \ г - а ) '  л  2-’ ^ 2  + а ’

,Г ( 2) = (г -
2 + ^ 2 + а

І
де 5 = я„л„а( і - =  б -1  - є/,а - Ь  л-сі,(і - е  1 .
Вважаємо, що на вхід системи діє випадкове зурення С з коре­
ляційною функцією і спектральною щільністю ( 1.6).
Обчисливши інтеграли (13.5) таким же чином, як і в попередніх 
прикладах, отримаємо

[(2 -  А-)| > і + Іоу 2_ї ї  + Дрі< і + 2(1 -  с/)|< 2
О». = \

(2-*) (і + сі)\і; + -(і-г/>/,2 + (1 - 1 - -
2
к

2 - к
б  = _ і ! М ) _ з  =

2(\ + ф - к У
Т

V, =25Л—
2*я

0 , Т . .  26
де Ч/2 = 2сЛ - — , к = 2а а а  = — - 

2т... 1 -  є/
З нерівності (12.5) випливає умова, при якій дисперсія помилки 
системи з двома спробними кроками буде обмеженою
р  < _ _ _ _ О-2 2 5  ^  , С2  ~  к  ) Е 0  ! (1 ) і ; '  + ^ ( ‘ ~ ( і ) і / > +  ( і  • сі Х 2  -  к  ) | /  ,у|/  ,  1 ( 7 ^

” Р2аЛЬрг + йчч) 2̂ .{[(2-Л >і+^2І1 + ^)+2(і - г/)!/2}



<*!А'г, г (*<|>)



На рис.6,а показані залежності І \ г {кг] від коефіцієнта під­
силення лінійної частини системи а у випадках (1=0,3 і с1=0,4

Т -  _
при а = 0,5;а = 3;—  = 0,3. а на рис.б.б - залежності , і х

1 1 + 4
від а , де р = - —  = — т— Тх- 

2 ач аа -  сі)

§7. Д о да т о к .
Знайдемо інтегро-різницеве рівняння для спектральної гу­

стини помилки 1ЕСМ звичайного типу. Різницеве рівняння від­
носно помилки <?)( даної ІЕСМ, як було показано в §2, мас ви­
гляд (14.2). Позначимо

<%(- 0 ’ ( - і ) ' -  (1-7)
Нехай лінійна частина системи має таку ж структуру, як і в при­
кладі 2 з попереднього параграфу. Тоді [ 149 1 

І- 4
м 2(і + сі)

\У,{Е)=
ЬЕ

Е ' - ^ Е ' + ^ Е - ^ '
де -  сталі з прикладу 2. Розв’язуючи різницеве рів­
няння (1.7), отримаємоа “1 а У 0 - ^ ) Ч - ^ )  (27)

8 (і + 7 )|і + (І + еІф + М ф + яд,д„а(і -  ^Х1 -  с!ф)\
Якщо в рівності (2.7) взяти значення параметрів а ,аю>4,4ф з 
прикладу 2 (відповідно до умови стійкості (6.6)), то отримаємо, 
що а0 ^  0,0001г/2. Дисперсія, яку отримуємо від цієї квазіпері-

одичної компоненти, має порядок 5-Ю 9а4 . Тому такими вели­
чинами можна з достатньою для практики точністю знехтувати і 
звести різницеве рівняння (14.2) до виду (2.2).



Далі враховуючи, що спектральна густина сигналу на виході 
нелінійної квадратичної ланки (рис. 2) визначається [149] так

С „  (оТ)= 2 п а ;Д Ь  (ш )+  £  і р р '  $  -  П > П  . (3.7)

де перший доданок в правій частині показує наявність сталої 
складової у вихідному спектрі квадратора, отримаємо спек­
тральну густину сигналу на виході синхронного детектора у ви­
гляді

2 я
<7-(ш) = у «;А, £ (ш -  п)+ б(ю + ті)]+ 1 5 ;І р р , 'р - п + п ) / а

а спектральна густина сигналу оберненого зв’язку визначається 
тоді із співвідношення

О "у(® )=  у  а] О-\Щ '(/ш ' І§ (“  - л )+  5 (® + л )]+

+ ) д » @р;,§-П+п> П . (4.7)
-л

Перший доданок правої частини (4.7) відповідає проходженню 
квазіперіодичної компоненти з частотою бз" = тс через екві­
валентну лінійну частину У випадку різницевої 1ЕСМ
цей доданок тотожно рівний нулеві. Дійсно, в чисельнику 
IV, (2 ) для різницевої ІЕСМ міститься згідно з (7.2) множник

( 2  + 1 ). При бГ = 7Е , 2 + 1 = е 'ш +1 = 0 , тому (/7Г )=  0 . З цих
міркувань в роботі [149] відповідний член був опущений. 
Покажемо, що цьому доданку відповідає безмежно мала дис­
персія £) і для випадку звичайної ІЕСМ

°  =4^- «,»А/21^’0 “  |8 (м -тс)+ 8 (бТ + )}/оГ =

= ^ А ; | С ( / ® |  (5.7)

Для функції IV,*(2 ) з прикладу 2 маємо



1+ 1̂ + ̂ 2
Звідси випливає, що цим доданком на практиці також можна 
знехтувати. Малі величини для /)  і а0 отримуємо внаслідок
того, що фізично вони задають дисперсії сигналів з частотою 
(0 * = ті , що містить низькочастотний фільтр з фіксатором нульо­
вого порядку, призначений для нівелювання саме цих квазіпері- 
одичних складових.
Спектральна густина помилки визначається з рівняння балансу 
спектральних густин [67]*

Підставляючи вираз (4.7) в (6.7) з врахуванням малості О , 
отримаємо

О ,1 (с о )= с ;(т )+ С >;(со) (6.7)

1 В роботах [53]. [67] показано, що С *{(со )=  0 .
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