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Передмова 

 

 В основу навчально-методичного посібника покладено лекції, які автори 

протягом багатьох років читали студентам ОКР «Спеціаліст» Дрогобицького  

державного педагогічного університету імені Івана Франка.  

 Незважаючи на завершеність теорії аналітичних функцій, деякі її 

підрозділи (теорія цілих, мероморфних, субгармонійних функцій, зображених 

тими чи іншими рядами) вимагають істотних досліджень, що часто зводяться 

до вивчення властивостей додатних функцій.   

 Щоб зрозуміти текст посібника, потрібно ознайомитися з комплексними 

числами й алгебраїчними операціями над ними, зі знаннями основ 

математичного аналізу та теорії аналітичних функцій. 

 У розділі «Додатні функції» студенти мають можливість згадати поняття 

границі функції, ознайомитися з деякими класами додатних функцій, а також з 

класичною шкалою їхнього зростання. 

 У розділі «Цілі функції» охарактеризовані такі поняття як, максимум 

модуля, максимальний член, порядок і тип цілої функції, заданої степеневим 

рядом, нулі та розвинення функції у нескінченний добуток.  

 У розділі «Ряди Діріхле» розглядаються зображення цілих та аналітичних 

у півплощині функцій рядами Діріхле як узагальненнями степеневих рядів. 

 Теоретичний матеріал широко ілюструється розв’язаними прикладами, 

завданнями для самостійної роботи, контрольними запитаннями.  

 Посібник буде цікавим тим студентам, які планують навчання у 

магістратурі та аспірантурі, а також учителям для гурткової роботи. 
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Розділ І. Додатні функції 

 

Верхня та нижня границі функції 

 

 Нехай RR :  – довільна функція. Число p  називається частковою 

границею функції   при x , якщо існує прямуюча до   послідовність 

 
n

x  така, що   px
n
  при n . 

 Припустимо, що множина  p  часткових границь функції   обмежена. 

Тоді існують скінченні числа  pM sup  і  pm inf . Покажемо, що  pM   і  

 pm  . Для цього припустимо, від супротивного, що, наприклад,  pM  , 

тобто M  не є частковою границею функції  . Тоді не існує послідовності 

  
n

x  такої, що   px
n
  при n , а це означає, що існує число   таке, 

що для всіх  
0

xx   виконується      MMx , . Звідси випливає, що 

інтервал    MM ,  не містить часткових границь функції  , а це 

неможливо з огляду на означення M .  

 Отже, якщо множина  p  часткових границь функції   обмежена, то вона 

має найбільший і найменший елементи. Найбільша з часткових границь 

називається верхньою границею і позначається одним із символів 

   lim , lim sup
x x

x x 
 

, 

а найменша – нижньою границею і позначається одним із символів 

   lim , lim inf
xx

x x 


. 

 Якщо множина часткових границь необмежена зверху чи знизу, то 

відповідно приймаємо 

  


x
x

lim ,       


x
x

lim . 

 Легко побачити, що означення верхньої границі можна подати так:  
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 
     

       








 ,0)2

,)1
lim

0





Axxx

Axx
Ax

nn

x

 

властивість 1) можна записати у вигляді  

        Axxxx
0

0 . 

 Аналогічно, 

 
     

       








 ,0)2

,)1
lim

0





axxx

axx
ax

nn

x

 

причому властивість 1) можна записати у вигляді  

        axxxx
00

0 . 

 Якщо A , то   


x
x

lim   


x
x

lim , а якщо A , то   


x
x

lim  

означає, що      
nn

xx  . Аналогічно, якщо a , то 

  


x
x

lim   


x
x

lim , а якщо a , то    


x
x

lim  означає, що 

     
nn

xx  . 

 Неважко зрозуміти, як зміняться ці означення, коли  bx . 

 Зазначимо деякі властивості верхньої та нижньої границь.  

 Лема 1.1. Нерівності 

                  


x
x

1
lim    



x
x

2
lim          xxxx

xxx
2121

limlimlim 


             (1.1) 

і  

                           


xxxxx
xxxx

12121
limlimlimlim   x

x
2

lim 


.          (1.2)  

виконуються завжди, крім випадів, коли у правих чи лівих частинах (1.1) і (1.2) 

є невизначеність вигляду   . 

 Доведемо, наприклад, нерівності (1.1). Нехай  

 
jj

x

ax 


lim ,    
jj

x

Ax 


lim ,   2,1j , 

і для простоти вважатимемо, що 
j

A  і 
j

a  – скінченні числа.  

Тоді 

       
jj

Axxxx
00

0 , 
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тобто 

         20
212100
 AAxxxxx  

і, отже, 

      2lim
2121




AAxx
x

, 

звідки, завдяки довільності  , отримуємо першу нерівність (1.1).  

 З означення 
2

A  випливає існування прямуючої до   послідовності  
n

x  

такої, що    
22

Ax
n

. Для цієї послідовності виконується також нерівність  

   
111

limlim axx
x

n
n




 , 

тобто    
11

ax
n

 для досить великих n . Отже, існує прямуюча до   

послідовність  *

n
x  така, що      2

12

*

2

*

1
 aAxx

nn
, звідки випливає 

нерівність 

           2limlim
12

*

2

*

121




aAxxxx
nn

nx

, 

і з огляду на довільність   маємо другу нерівність (1.1). 

 Зауважимо, що у випадках, коли у правих чи лівих частинах (1.1) і (1.2) є 

невизначеність   , ці нерівності можуть не виконуватися. Щоб це 

побачити, достатньо взяти    xx  
1

 і    xbx  
2

, де    x , 

x . Тоді   


x
x

1
lim  ,   



x
x

2
lim   і      bxx

x




21
lim  , де b  може 

бути будь-яким числом. 

 З леми 1.1 випливає таке: якщо існує  x
x

1
lim 



, то 

     


xx
x

21
lim   x

x
1

lim 


+  x
x

2
lim 



 

і 

     


xx
x

21
lim   x

x
1

lim 


+  x
x

2
lim 



, 

крім випадків невизначеності   . 

 Правильність наступних чотирьох лем випливає або з означення верхньої 

та нижньої границь, або з міркувань, подібних до тих, які використані при 

доведення леми 1.1. 
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 Лема 1.2. Істинні рівності 

   


x
x

lim  x
x




lim , 

   


x
x

lim  x
x




lim . 

 Лема 1.3. Нехай     2,1,0
0

 jxxx
j

 . Нерівності 

 x
x

1
lim 



 x
x

2
lim 



        xxxx
xxx

2121
limlimlim 



  

і 

          xxxxx
xxxx

12121
limlimlimlim 



  x
x

2
lim 



 

виконуються завжди, крім випадків, коли в їхніх правих чи лівих частинах є 

невизначеність вигляду 0 . 

 У випадку існування однієї з границь нерівності у лемі 1.3 

перетворюються у рівності.  

 Лема 1.4. Якщо f – неспадна неперервна функція, то 

     xfxf
xx




 limlim , 

а якщо f  – незростаюча неперервна функція, то  

     xfxf
xx




 limlim . 

 

 Нехай, як вище, RR :  – довільна функція. Позначимо 

         xttxxttx  :sup,:inf
*

*
 . 

 Легко бачити, що  x
*

  – неспадна, а  x
*

  – не зростаюча функція. 

Тому існують границі   bx
x




*
lim  і   Bx

x




*
lim , скінченні чи нескінченні. 

Позначимо ще   ax
x




lim  і   Ax
x




lim . 

 Лема 1.5. Істинні рівності ba   і BA  . 

 Доведемо, наприклад, що BA  . З означення B  випливає, що 

   xx
*

 , тобто BA  . Припустимо, від супротивного, що BA  . Тоді, якщо 

A , то   x  при x  і, отже,    x
*  при x , тобто 
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B , що неможливо. Якщо  A , то для вибраного C , BCA   

існує 
0

x  таке, що   Cx   для всіх 
0

xx  . Звідси випливає, що   Cx 
0

*
 і, 

оскільки функція *
  незростаюча, то і CB  , що неможливо. 

  

 

Опуклі функції  

 

 Нехай функція f  задана на  ba ,  і bxxa 
21

. З’єднаємо точки 

  
11

, xfx  і   
22

, xfx  площини відрізком. Якщо для будь-яких точок 
21

, xx  

такий відрізок лежить над кривою  xfy  , то функція f  називається опуклою 

на  ba , , а якщо лежить під цією кривою, то f  називається ввігнутою на  ba , . 

Ми вивчатимемо опуклі функції, оскільки ввігнуті мають подібні властивості.  

 Рівняння відрізка, що з’єднує точки   
11

, xfx  і   
22

, xfx , має вигляд 

 

   
12

1

12

1

xx

xx

xfxf

xfy









, 

тобто 

   
2

12

1

1

12

2
xf

xx

xx
xf

xx

xx
y









 . 

Тому опуклість функції f  на  ba ,  означає виконання нерівності  

                                           
2

12

1

1

12

2
xf

xx

xx
xf

xx

xx
xf









                                    (1.3) 

для кожної трійки чисел  bxxxa 
21

. 

 Нарешті, нехай у (1.3)   10,1
21

 ttxxtx . Тоді  
21

, xxx  , і 

опуклість функції f  на  ba ,  означає виконання нерівності  

        
2121

11 xtfxfttxxtf   

для усіх  bxxa 
21

 і 10  t .  

 Теорема 1.1.  Опукла на  ba ,  функція f  є неперервною на  ba , . 
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 Доведення. Якщо в (1.3) спрямуємо 
1

xx  , то отримаємо нерівність 

   
1

1

lim xfxf
xx




, тобто для кожного  bax ,
0
  виконується 

                                                         
0

0

lim xfxf
xx




.                                                 (1.4) 

Якщо ж в (1.3) спрямуємо xx 
2

, то отримаємо нерівність    xfxf
xx


2

lim , тобто 

для кожного  bax ,
0
  виконується 

                                                           
0

0

lim xfxf
xx




.                                              (1.5) 

З (1.4) і (1.5) випливає, що    
0

0

lim xfxf
xx




 для кожного  bax ,
0
 , тобто f  

неперервна праворуч у кожній точці з  ba , . Неперервність ліворуч доводиться 

аналогічно. Потрібно тільки в (1.3) спочатку спрямувати 
2

xx  , а потім xx 
1

.  

 Теорему доведено. 

 Опуклі функції можуть бути недиференційовні, як наприклад, функція 

xy   у точці 0x . Проте правильною є така теорема.  

 Теорема 1.2. Опукла на  ba ,  функція f  має неспадну неперервну похідну 

на  ba , , за винятком, можливо, зліченної кількості точок, у яких існують 

однобічні похідні, в кожній такій точці лівобічна похідна не перевищує 

правобічну. 

 Доведення. Покажемо спочатку, що в кожній точці  bax ,
0
  існує 

правобічна похідна  
   

0

0

0
0

lim
xx

xfxf
xf

xx 







. Для цього доведемо, що функція 

   

0

0

xx

xfxf




 є неспадною на  bx ,

0
, тобто для будь-яких точок bxxx 

20
 

виконується нерівність 

       

02

02

0

0

xx

xfxf

xx

xfxf









. 

Легко перевірити, що нерівність (1.6) рівносильна нерівності (1.3) з 
01

xx   і, 

отже, існування правобічної похідної в кожній точці  bax ,
0
  доведене. 
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 Існування  
0

xf

  у кожній точці  bax ,

0
  подібно випливає з нерівності 

                               
       

01

0

0

01

01
, xxxa

xx

xfxf

xx

xfxf










,                       (1.7) 

яка також рівносильна нерівності (1.3). 

 Нерівність (1.3) еквівалентна також нерівності 

                                     
       

21

2

2

1

1
, xxx

xx

xfxf

xx

xfxf










.                         (1.8) 

Спрямовуючи xx 
1

 і xx 
2

, одержуємо нерівність    xfxf

  у кожній точці 

 bax , . 

 Візьмемо чотири точки bxxxxa 
201

. Тоді з (1.8) маємо  

                                   
           

02

02

0

0

1

1

xx

xfxf

xx

xfxf

xx

xfxf














.                      (1.9) 

Якщо спрямуємо в (1.9) 
1

xx   і 
02

xx  , то отримаємо нерівність    
01

xfxf

 , 

тобто правобічна похідна є неспадною функцією, а отже, є неперервною на 

 ba ,  за винятком зліченної кількості точок. Якщо спрямуємо в (1.9) xx 
1

 і 

20
xx  , то подібно отримаємо, що лівобічна похідна є непевною на  ba , , за 

винятком зліченної кількості точок. Нарешті, якщо спрямуємо в (1.9) 
1

xx   і 

20
xx  , то матимемо нерівність    

2121
, xxxfxf 


. 

 Нехай    ba ,,   – будь-який інтервал, де 

f  і 


f  неперервні. Тоді для 

довільних точок 
01

xx   із   ,  виконується нерівність      
001

xfxfxf

 , 

тобто 

       
0010

0

lim xfxfxfxf
xx





 , 

тобто функція f  має похідну в кожній точці з   , .  

 Теорему доведено.  

 Теорема 1.3. Якщо функція f опукла на  ba ,  і в деякій точці  bax ,
0
  

існує похідна  
0

xf  , то для всіх  bax ,  

                                                
000

xxxfxfxf  .                                       (1.10) 
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 Доведення. Якщо в (1.6) спрямуємо 
0

xx  , то отримаємо нерівність 

      
0202002

, xxxxxfxfxf  , тобто і нерівність (1.10) для 
0

xx  . Для 

0
xx   нерівність (1.10) подібно випливає з (1.7) при спрямуванні 

0
xx  . 

 Теорема 1.4. Для того, щоб функція f була опуклою на  ba , , необхідно і 

достатньо, щоб  

                                                    dttxfxf

x

x



0

0
 ,                                           (1.11) 

де 
0

x  – довільна фіксована точка з  ba , , а   – неспадна функція на  ba ,  . 

 Доведення. Якщо функція f  опукла на  ba , , то, як було показано при 

доведенні теореми 1.2, вона має неспадну похідну, за винятком, можливо, 

зліченної кількості точок, у яких ця похідна має розриви першого роду. Тому 

існує інтеграл  

       
0

00

xfxfdttfdttf

x

x

x

x

  
, 

тобто маємо (1.11) з    tft

 . 

 Навпаки, оскільки   – неспадна функція, то для 
21

xxx   з (1.11) маємо 

   
     

   

xx

xfxf
dtt

xx
xdtt

xxxx

xfxf x

x

x

x 















2

2

211

2

1

1
11

 , 

тобто виконується (1.8), а отже, і (1.3).  

Теорему 1.4 доведено.  

Наслідок 1.1. Якщо функція f опукла на  ,a , то існує 

 
 



,lim k
x

xf

x

, 

а якщо при цьому 0a  і   00 f , то 
 

  xk
x

xf
. 

Доведення. Оскільки в зображенні (1.11) функція   неспадна, тобто має 

границю   ,k , то за правилом Лопіталя  

 
  kx

x

xf

xx




limlim . 
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Якщо ж 0a  і   00 f , то з (1.6) при 0x  маємо    
22

// xxfxxf  , 


2

0 xx . 

 Наслідок доведено. 

 Функція F , задана на   , , 0 , називається логарифмічно опуклою 

на   , , якщо функція    x
eFxf   є опуклою на   ln,ln . Отже, функція F  

є логарифмічно опуклою на   ,  тоді і тільки тоді, коли для будь-якої трійки 

чисел   lnln,,
21321
 xxxxxx  виконується нерівність 

     21

12

1

12

2 xxx
eF

xx

xx
eF

xx

xx
eF









 . 

 Якщо зробити заміну rx ln , це означає, що для будь-якої трійки чисел 

  
21321

,, rrrrrr  виконується нерівність 

     
2

12

1

1

12

2

lnln

lnln

lnln

lnln
rF

rr

rr
rF

rr

rr
rF









 . 

З означення логарифмічно опуклої функції випливає, що вона є неперервною, 

має неперервну похідну, за винятком, можливо, зліченної кількості точок, у 

яких існують однобічні похідні, причому в кожній точці лівобічна похідна не 

перевищує правобічну. 

  За теоремою 1.4 функція F  є логарифмічно опуклою на   ,  тоді і 

тільки тоді, коли  

     dtteFeF

x

x

xx



0

0  , 

де 
0

x  – довільна фіксована точка з   ln,ln , а   – неспадна функція на 

  ln,ln . Якщо зробимо заміну rx ln , то одержимо 

       
 

dt
t

t
rFdttrFrF

r

r

r

r

 

00

ln
0

ln

ln

0


 . 

Звідси, позначивши    tt ln  , отримуємо, що для того, щоб функція F  була 

логарифмічно опуклою на   , , необхідно і достатньо, щоб 

   
 

dt
t

t
rFrF

r

r



0

0


, 

де 
0

r  – довільна фіксована точка з   , , а   – неспадна функція на   , . 
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Повільно змінні функції  

 

Додатна неперервна на  ,a  функція   називається повільно змінною, 

якщо  

                                                      
 

 
  x

x

cx
1




                                     (1.12) 

для кожного   ,0c . Якщо при цьому функція зростаюча, то вона 

називається повільно зростаючою. 

 Теорема 1.5 (Карамати). Якщо функція   повільно змінна, то 

прямування до границі в (1.12) рівномірне стосовно c  з кожного фіксованого 

проміжку   
2121

0,, cccc . 

 Доведення. Позначимо    x
exf ln . Тоді (1.12) перепишеться у вигляді 

                                                xxfxf ,0                                   (1.13) 

для кожного R і, отже, потрібно довести, що прямування до границі в (1.13) 

рівномірне стосовно    baba ,, . Не зменшуючи загальності, 

можемо вважати, що    1,0, ba , бо в протилежному випадку можна розглянути 

функцію   xabff 
~

 і звести  ba ,  до  1,0 . Тоді  

           xfaxfyfyfxfxf 
~~

 , 

де 
ab

a

ab

ax
y












,   так, що     yx  і      1,0,   ba . 

 Припустимо від супротивного, що прямування до границі в (1.13) не є 

рівномірним стосовно  ba , . Тоді 

                             
nnnnn

xfxfnx 11,00 .      (1.14) 

Позначимо 

                                   2/:2,0  
mmn

xfxfnmU                   (1.15) 

і  

                             2/:2,0  
nmnmn

xfxfnmV .         (1.16) 

Множини 
n

U  і 
n

V , завдяки , )13.1(  мають властивості 
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     


nVVUU
nnnn

2,0,2,0
11

. 

Тому 2/3
N

mesU  і 2/3
N

mesV  для всіх досить великих N . Нехай 

NNN
VV 

*
 (до кожного елемента з 

N
V  додається 

n
 ). Тоді 2/3

*


N
mesV . 

Очевидно, що    3,02,0 
n

U  і  3,0
*


N
V . Тому 

*
n NU V   , тобто  

N
U

0
  

 *

0 N
V  і, отже, 

NN
V 

0
. Тому з (1.15) випливає, що 

                                                      2/
0

 
NN

xfxf ,                                   (1.17) 

а з (1.16) маємо 

    2/
0

 
NNNNN

xfxf , 

тобто 

                                           2/
0

 
NNN

xfxf .                                     (1.18) 

З (1.17) і (1.18) одержуємо 

             
NNNNNNNN

xfxfxfxfxfxf
00

, 

що неможливо з огляду на (1.14).  

Теорема 1.5 доведена. 

Використовуючи теорему 1.5, доведемо теорему про зображення повільно 

змінної функції. 

Теорема 1.6 (Карамати).  Для того, щоб функція  , визначена на  ,a , 

була повільно змінною, необхідно і достатньо, щоб 

                                                  
 









 

x

a

dt
t

t
xx


 exp

0
,                                    (1.19) 

де 
0

  і   – неперервні на  ,a  функції,   0
00
 at , а   0t  при t . 

 Доведення. Нехай функція   повільно змінна на  ,1 . Позначимо 

   x
exf ln . За теоремою 1.5 прямування до границі в (1.13) рівномірне 

стосовно  1,0 . Тому 

       

1

0

0 xdxfxf  , 

тобто   
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        



xxfdttfx

x

x

0

1

1
 , 

звідки  

             



xdttfdttfxdttfxf

xxx

x

1

0

1

0

1

1

  

                dttftfxdttfxdttfdttfdttf

xxx

 



0

1

1

0

1

1

00

1

1

1 . 

Позначимо  

           tftftxdttfxc   1,

1

0

1
 , 

так що    

1

0

0
dttfcxc ,     xx 0  і         

x

x
dttxcxfe

0

ln  . 

Звідси 

         







 










 

x

xc

x

xc
dt

t

t
edttex

ln

0

ln

ln

0

ln ln
expexp . 

Позначивши    xc
ex

ln

0
  і    tt ln , одержуємо (1.19). 

 Навпаки, для будь-якого   ,0c  із (1.19) маємо 

 

 

 

 
            









  xocootdt
x

cx

x

cx
cx

x

11ln1exp11lnexp

0

0 







, 

тобто функція   повільно змінна. 

 Наслідок 1.2. Якщо функція  повільно змінна, а 0  – фіксоване число, 

то   0


xx 
  і   xx 

  при x . 

 Справді, з (1.19) для кожного   ,0  при  
0

xx   маємо 

         xxxxx lnexplnexp
00

  , 

звідки легко випливають потрібні співвідношення. 

 Подамо ще один важливий критерій повільної зміни. 

 Теорема 1.7.  Для того, щоб неперервна функція   була повільно 

змінною, необхідно і достатньо, щоб існувала неперервно диференційована 

функція   така, що  x ~   xx , , і 
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 

 



x

x

xx
0




.                                       (1.20) 

 Доведення. Якщо функція   повільно змінна, то вона має зображення 

(1.19). Позначимо 

 
 









 

x

a

dt
t

t
ax


 exp

0
, 

так що  

 

 

 
1limlim

0

0 
 a

x

x

x

xx






 

і 

 

 

 
      




 x

a

xxtdt
x

d

x

xd

x

xx
0ln

lnln

ln







. 

Навпаки, якщо виконується (1.2), то для кожного   ,0c  

   
 

 
  


  xcod

x

x
cxxcx

x

,ln1lnln 



 , 

тобто 

 

 

 

 
1limlim 

 x

cx

x

cx

xx 






, 

що і треба було довести. 

 Теорему доведено. 

 При доведенні теореми 1.7 ми показали, що для неперервно 

диференційованих функцій з умови (1.20) випливає повільна зміна функції  . 

У математичній літературі умову (1.20) часто приймають за означення 

повільної зміни. Використовуючи (1.20), легко показати, що функція 

  1,ln  kxx
k

  є повільно змінною функцією (тут 

 xxxxxx
kk 110

lnlnln,lnln,ln


 ). Зауважимо, що з повільної зміни функції 

  умова (1.20), загалом кажучи, не випливає, про що свідчить приклад 

неперервно диференційованої функції   xxx sinln  . 
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Функція x


ln  

 Нехай RD   – область існування функції f . Позначимо 

  0: 


xfDxD  і   0: 


xfDxD , а 

 
 
















,\,0

,,

DRx

Dxxf
xf            

 
















.\,0

,,

DRx

Dxxf
xf  

Зокрема, для числа Ra   

,,,
2

,
2








 aaaaaa

aa
a

aa
a  

а 












.1,0

,1,ln
ln

x

xx
x  

Теорема 1.8. Якщо  nka
k

,,2,10  , то 

                                              









n

k

k

n

k

k
aa

11

lnln ,                                       (1.21) 

а якщо    nka
k

,,2,10  , то 

                                                   naa
n

k

k

n

k

k
lnlnln

11

 






 .                                   (1.22) 

 Доведення. Почнемо з (1.21). Якщо 0
1




n

k

k
a , то 0ln

1





n

k

k
a  і нерівність 

(1.21) очевидна. Якщо ж 0
1




n

k

k
a , то  nka

k
,,2,10    









n

k

k

n

k

k

n

k

k
aaa

111

lnlnln , 

тобто знову приходимо до (1.21). 

 Використовуючи (1.21), маємо 

     nankannkana
n

k

kkk

n

k

k
lnln1:maxlnln1:maxlnln

11

 







. 
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Напівнеперервні функції 

 

 Визначена на множині RE   функція   ;: Ef  називається 

напівнеперервною зверху в точці Ex 
0

, якщо для кожного  
0

xfA   існує 

число   0,
0

 Ax  таке, що для всіх   
0

xxEx   виконується 

нерівність  xfA  . Функція f  називається напівнеперервною зверху на 

множині E , якщо вона напівнеперервна зверху в кожній точці множини E . 

Функція f  називається напівнеперервною знизу (в 
0

x , на E ), якщо функція 

f  напівнеперервна знизу (відповідно в 
0

x , на E ). Надалі ми обмежимося 

вивченням напівнеперервних зверху функцій. 

 Найпростішими прикладами напівнеперервних зверху функцій є: 

 
1

f x
x

    і   ln ,f x x x R  . Безпосередньо з означення напівнеперервної 

зверху функції випливають такі їхні властивості:               

 І. Для того, щоб функція   ;: Ef  була напівнеперервною зверху 

на E , необхідно і достатньо, щоб множина   AxfEx  :  була відкритою в 

E  для кожного Rx  . 

 ІІ. Сума двох напівнеперервних зверху функцій є напівнеперервною 

зверху функцією. 

 ІІІ. Добуток напівнеперервної зверху функції на додатну сталу є 

напівнеперервною зверху функцією. 

 ІV. Якщо функція f  є напівнеперервною зверху в точці 
0

x , то 

   
0

0

lim xfxf
xx




. 

 V. Якщо функція f  є напівнеперервною зверху і знизу в точці 
0

x , то вона 

неперервна в цій точці. 

 Напівнеперервні функції мають деякі властивості, близькі до 

властивостей неперервних функцій. Наприклад, правильним є аналог класичної 

теореми Вейєрштрасса. 
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 Теорема 1.9.  Якщо функція f напівнеперервна зверху на компакті K , то 

вона досягає свого максимуму на K , тобто існує Kx 
0

 таке, що    
0

xfxf   

для всіх Kx  . 

 Доведення. Нехай   KxxfM  :sup . Якщо   xf , то M  і в 

ролі 
0

x  можемо взяти будь-яку точку. 

 Якщо   xf , то існує послідовність  
k

x  точок з K  така, що 

  Mxf  . Оскільки K  – компакт, можемо вважати, що Kx
k

  , і нам 

потрібно показати, що   Mf  . Для цього припустимо, від супротивного, що 

  Mf    і виберемо M  . Тоді за властивістю І множина 

      xfKxG :  є відкритою у K і містить точку  . Звідси випливає, що 

в деякому інтервалі     G ,  є нескінченно багато членів 

послідовності  
k

x , і ми маємо    kMxfM
k

, .  

 Теорема 1.10. Якщо  
n

f  – незростаюча послідовність напівнеперервних 

зверху функцій на множині E , то функція    xfxf
n

n 

 lim  є напівнеперервною 

зверху функцією на множині E . 

 Доведення. Зрозуміло, що     
1

xfxf  на E . Нехай 

    AxfExAE  : . Нам потрібно показати, що  AE  – відкрита множина.  

 Візьмемо довільну точку  AE . Оскільки     Af
n

  , то 

  A
n

  для всіх 
0

nn  . Тому множини     AxfExAE
nn

 :  є околами 

точки  . Але    xfxf
n

 , тобто    AEAE
n

 . Отже,  AE  містить окіл точки 

  і є відкритою множиною. 

 Теорема 1.11. Якщо функція f напівнеперервна зверху на множині E , то 

існує спадна послідовність  
n

f  неперервних на E  функцій така, що 

   xfxf
n

n 

 lim . 

 Доведення. Розглянемо лише випадок, коли E  – компакт.  

 Можемо вважати, що   xf  для всіх Ex  , бо у протилежному 

випадку можна розглянути функцію   xfexp , яка є напівнеперервною зверху 
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на множині E  і додатною. Якщо       nxfx
n

,exp , і всі 
n

  – неперервні 

функції, то всі 
n

  – додатні функції, а функції     xnxf
nn

 /1ln  неперервні 

на E  і      nxfxf
n

, . 

 Отже, нехай E  – компакт і   xf  для всіх Ex  . Позначимо  

    Eyyxnyfxf
n

 :max , 

і нехай  xyy
nn

  таке, що 

      xyxnxyfxf
nnn

 . 

 Покажемо, що кожна 
n

f  є неперервною функцією на E . Справді, для 

кожного Ex 
*

 

       
**

xyxnxyfxf
nnn

 

       ******
xxnxfxxnxyxnxyf

nnn
  

і, аналогічно, 

    **
xxnxfxf

nn
 , 

тобто 

    **
xxnxfxf

nn
 , 

звідки легко випливає неперервність функції 
n

f  . 

 Зрозуміло, що послідовність  
n

f  спадна. Припустимо, що 

     nxgxf
n

, . Оскільки      xfxf
n

, то      xfxg . Якщо 

перейдемо в (1.23) до границі, то отримаємо    nxxy
n

, , і отже, за 

властивістю ІV 

 



n

n
n

xf limlim           xfxyfxyxnxyf
n

n
nn




lim , 

тобто    xfxg  . Тому    xfxg  , теорему 1.11 доведено. 
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Порядок, тип і категорія зростання 

 

 Нехай функція  rAA   визначена на  ,0 , додатна і неспадна на 

  0,,
00
 rr . 

 Порядком  A   і нижнім порядком  A   функції A  називаються 

відповідно величини 

   

r

rA

r

rA

rr ln

ln
lim,

ln

ln
lim









  . 

У випадку, коли  0 , для характеристики зростання функції A  

вводяться величини типу  ATT   і нижнього типу  A   за формулами 

   



r

rA

r

rA
T

rr ln

ln
lim,lim





 . 

Якщо 0T , то кажуть, що A  має мінімальний (нульовий) тип, якщо 

 T0 , то – нормальний (середній), якщо T , то – максимальний 

(нескінченний) тип. 

 Припустимо, що 1
0
r , тобто функція  rAA   додатна і неспадна на 

 ,1 . Припустимо також, що    A , а   . Тоді   
rrA   для 

кожного   ,  при  
0

rr  , і тому 

                                                           
 








1

1
dr

r

rA


.                                            (1.23) 

З іншого боку, якщо виконується (1.23), то для кожного 0  при  
0

rr         

 
 





r

dt
t

rAdt
t

tA

rr

11

11
 








, 

тобто 

                                                       
rrA          

0
rr  .                                     (1.24) 

 З (1.23) і (1.24) випливає, що  

 
 









 





1

1
:0inf dr

r

rA
A


 , 
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причому, якщо інтеграл у (1.23) розбіжний для всіх 0 , то вважаємо, що  

  A . 

 З (1.24) також випливає, що    A , а якщо    A , то A  має 

мінімальний тип, тобто   0AT . 

 Нехай знову    A . Вважатимемо, що функція A  належить до 

класу збіжності чи розбіжності залежно від того, чи збіжний чи розбіжний 

інтеграл 

                                                               
 








1

1
dr

r

rA


.                                          (1.25) 

Як було згадано вище, якщо функція A  належить до класу збіжності, то вона 

має мінімальний тип. 

 Вважатимемо, що функції 
1

A  і 
2

A  мають однакову категорію зростання, 

якщо вони мають однаковий порядок, а при скінченному порядкові – однаковий 

тип і одночасно належать класові збіжності чи розбіжності.  

 Функція 
2

A  має вищу категорію зростання, ніж функція 
1

A , якщо 

виконується одна з умов: 

 а)    2 1
A A  ; 

б)    2 1
A A  , але  2

T A    і  1
T A   ; 

в)    2 1
A A  , але  2

0 T A    і  1
0T A  ; 

г)    2 1
A A  ,    2 1

0T A T A  , але
2

A  належить до класу розбіжності, 

а 
1

A  належить до класу збіжності. 

 Теорема 1.12. Нехай     rrrA
01

, а 

 
 

 

r

r

constcdt
t

tA
crA

0

0

1

02
, . 

Тоді функції 
1

A  і 
2

A  мають однакову категорію зростання. 

 Доведення. Не зменшуючи загальності, можемо вважати, що 0
0
c  і 1

0
r . 

Оскільки 
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                                                  
 

    

er

r

er

r

rA
t

dt
rAdt

t

tA
erA

112
,                          (1.26) 

то    
21

AA     і, якщо      
21

AA , то     
eATAT

21
 . З іншого боку, якщо 

 
11

, rrbrA
a

 , то  

  constKr
a

b
Kdt

t

bt
rA

r

r

a

  ,

1

2

 , 

тобто    
12

AA    і, якщо      
21

AA , то     /
22

ATAT  . 

 Звідси випливає, що функції 
1

A  і 
2

A  мають однаковий порядок   і, якщо 

 0 , то і однаковий тип. У випадку, коли 0 , функція 
1

A  має 

максимальний тип і, завдяки (1.26), такий самий тип має функція 
2

A . 

 Нарешті, якщо  0 , то 

       



















1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

2
1

dt
r

rA

t

dt
dr

r

rA
dr

r

rA

t

dt
dt

t

tA

r

t




, 

тобто функції 
1

A  і 
2

A  належать до класу збіжності чи розбіжності одночасно.  

 Теорему 1.12 доведено. 
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Уточнений порядок 

 Задана на 0;  функція  r  називається уточненим порядком, якщо 

1)   0, 0r r     ; 

2)    0; ,r r      ; 

3)  r  – неперервно диференційована на  0;  функція; 

4)   ln 0,r r r r     . 

 Два уточнені порядки називаються еквівалентними, якщо різниця між 

ними є  1 / lno r  при r   . Зауважимо, що для еквівалентних уточнених 

порядків  1 r  і  2 r  

   
       

 1 2
1

1 2exp ln 1
r r o

r r r r e r
 

 


      . 

 Зазначимо деякі найпростіші властивості уточненого порядку. 

 Лема 1.6. Якщо  r  – уточнений порядок, то функція  
 r

l r r
 

  

повільно змінна. 

 Справді, 

 

 

 
     

ln
ln 0

ln

rl r d l r
r r r r r

l r d r
  


       , 

тобто функція l  повільно змінна. 

 Лема 1.7. Якщо  r  – уточнений порядок і 0  , то функція 

 
 r

V r r


  зростаюча на  0 ;r  . 

 Справді, 

      
 

  
 

 
1 1

ln 1 1 ,
r r

V r r r r r r o r r
 

  
 

       , 

тобто    0V r   для всіх досить великих r . 

 Лема 1.8. Якщо  r  – уточнений порядок, а a  і b  – фіксовані числа, 

0 a b    , то для кожного 0  , всіх  0r r   і кожного  ;c a b  
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 
 

 
 

 
 

1 1
crr r

c r cr c r
  

     . 

 Справді, нехай  
 r

l r r
 

 . Тоді 
 

 

 
 

 

cr

r

l cr cr

l r c r




 , і оскільки за лемою 

1.6 функція l  повільно змінна, то за теоремою Карамати 
 

 
1,

l cr
r

l r
   , 

рівномірно стосовно  ,c a b . Звідси отримуємо потрібні нерівності. 

 Як видно з леми 2.3, функція  r
r


 поводиться подібно до функції r
 . 

Про це свідчить також лема 2.4, правильність якої легко перевіряється за 

допомогою правила Лопіталя.  

 Лема 1.9. Якщо  r  – уточнений порядок і   0r   , то при 

r    

       1

1

1 1
, 1

1

r
t q r qo

t dt r q
q

 




  
  

 
 , 

і 

       11 1
, 1

1

t q r q

r

o
t dt r q

q

 





  

  
 

 . 

 Доведемо, наприклад, перше з цих співвідношень. Маємо 

 

 

 

 
    

1

1
lim lim

1 ln

r
t q

r q

r q r qr r

t dt

r

r r r q r r r





 
 





     

 

  


 

   

1 1
lim

1 ln 1r r q r r r q  


    

. 

 Нехай тепер A  – додатна неспадна функція на  0 ;r  . Уточнений 

порядок  r  називається уточненим порядком функції A , якщо 

                                                 
 
 

 
*

lim 0;
rr

A r

r



 

   .                                    (1.27) 
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Число 
*

  називається величиною типу функції A  стосовно заданого уточненого 

порядку  r . Зрозуміло, якщо  r  – уточнений порядок функції A  і 

   r r    , то  A   – порядок функції A . Зауважимо також, що 

величина типу 
*

  не зміниться, якщо  в (1.27)  r  замінити еквівалентним 

йому уточненим  порядком. 

 Уточнений порядок  r  називається нижнім уточненим порядком 

функції A , як 

 
 

 *lim 0;
r

r

A r

r



 

   . 

 Зрозуміло, що      r A r      , де  A  – нижній порядок 

функції A . 

 Доведення теореми 1.13 Ж. Валірона належить С. Шаху. 

 Теорема 1.13. Для кожної додатної неспадної на  0;  функції A  

скінченного порядку існує її уточнений порядок. 

 Доведення. Достатньо побудувати функцію  r , яка замість умови 3) в 

означенні уточненого порядку задовольняє дещо слабшу умову, а саме,  r  є 

неперервною на  0;  і неперервно диференційованою на  0; , за 

винятком, можливо, ізольованих точок, у яких існують однобічні похідні, бо в 

досить малих околах кутових точок можна  r  замінити на  1 / ln ,o r r   , 

так, щоб нова функція була неперервно диференційована і умови 1), 2), 4) і 

(1.27) не порушувались. Зауважимо також, якщо    1 ,A r O r   , то для 

доведення теореми достатньо вибрати  r ≡0. 

 Отже, нехай   ,A r r   , а   – порядок функції A . Позначимо 

 
 ln

ln

A r
d r

r



 , 

так що  lim
r

d r 
 

 . Є можливим два випадки: 
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1) існує послідовність   ,kr k    , така, що  kd r  ; 

2) для всіх 0r r  виконується нерівність  d r  . 

Розглянемо перший випадок. Нехай     max :r d x x r   . Тоді 

  ,r r    , а множина     max :M r d r r   є необмеженою. Нехай, 

далі 1 3exp 1r   і 1r M . Означимо 

   1 1, 0r r r r    . 

Позначимо тепер     1 1 1min : 1,t t N t r t r       і  

   1 1 1,r r r r t    . 

Нехай 1u  – абсциса першої точки перетину кривих  y r  і 

 1 3 3 1ln lny r r t    при 1r t . Позначимо 

   1 3 3 1 1 1ln ln ,r r r t t r u      . 

Очевидно, що    r r   на  1 1,t u  і    1 1u u  . 

 Нехай, нарешті,   2 1minr M r u  . Якщо 2 1r u , то приймемо 

     2 1 2,r r r u r r      . 

Далі з 2r  проводимо ті ж міркування, що і з 1r , і оскільки 

1 1 1 1n n n n n nr r u r t r        , 

то, повторюючи цей процес, визначимо  r  на  0; . 

 Так побудована функція  r  є неперервною і має неперервну похідну 

всюди, за винятком точок nt  і nu , у яких існують однобічні похідні. Оскільки 

або  r  ≡0, або  
2

1

ln ln
r

r r r
    , то умова 4) виконується. За побудовою 

     r r d r    при 1r r ,      n n nr r d r    для всіх n  і 

  ,r r    . Тому      ln ln lnA r d r r r r   при 1r r  і 

     ln ln lnn n n n nA r d r r r r   для всіх n N . Звідси випливає, що  
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 
 

lim 1,
rr

A r

r
 

                                                 (2.6) 

і теорему в цьому випадку доведено. 

 Розглянемо другий випадок,  0 d r    для всіх 0 3exp 1r  . Нехай 

    0max :r d x r x r    . Тоді   ,r r    , а множина 

    0 :L r r d r r    є необмеженою. Нехай 1 0r r , а 1s  – найбільша з 

абсцис точок перетину кривих  y r  і 3 3 1ln lny r r   . Очевидно, що при 

досить великому 1r  існує точка 1s , що при 1 10 s r   і  0 1,L r s   . Позначимо 

  1 0 1max ,t L r s  і 

     1 1 1, 0r t d t r s     . 

Візьмемо тепер 2 1r r  настільки великим, щоб найбільша з абсцис 2s  точок 

перетину кривих  y r  і 3 3 2ln lny r r    задовольняла умови 1 2 2r s r   і 

 1 2,L r s   . Позначимо   2 1 2max ,t L r s , і нехай 1u  – така точка з  1 1,s r , 

у якій   3 3 1ln ln 2r r r    . Приймемо  

 
   

3 3 1 1 1

2 2 1 2

ln ln , ,

, .

r r s r u
r

t d t u r s






   
 

  

 

Продовжуючи цей процес, завдяки нерівності 1 1n nr r   , побудуємо  r  на 

 0; . 

 З побудови видно, що функція  r  є неперервною і має неперервну 

похідну всюди, за винятком точок ns  і nu , у яких існують однобічні похідні і 

або   0r   , або  
2

1

ln ln
r

r r r
   , тобто умова 4) виконується. Зрозуміло, що 

   r r    ,      r r d r     при 0r r  і      n n nt t d t    для 

всіх n N . Звідси, як вище, випливає (2.6). Теорему 2.2 повністю доведено.  

 Теорема 1.14. Для кожної додатної неспадної на  0;  функції A  

скінченного нижнього порядку   існує її уточнений нижній порядок. 
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 Доведення. Нехай 

 
 

1

ln
, 2

ln ln

r
d r r

r A r


 


, 

так що  1

1
lim

1r

d r





. Побудуємо уточнений порядок  1 r  такий, що 

 1

1

1
r





 при r   ,  1

1

1
r





 при r   ,  10 1r  , 

   1 1d r r  для всіх 0r r  і    1 1n nd r r  для деякої зростаючої до   

послідовності  nr . Позначимо  
 1

1
1r

r



  . Легко перевірити, що  r  має 

всі властивості уточненого порядку,     ,r r        ln lnA r r r  при 

0r r  і    ln lnn n nA r r r  для всіх 1n  , тобто  r  – уточнений нижній 

порядок функції A .  
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Піки Пойа 

 

 Теорема 1.15.  Нехай функції 1 2, ,    додатні, неперервні на  0 ;r   

такі, що 2 1/   неспадна на  0 ;r  , і 

                                           
 

 

 

 2 2

lim , lim 0
r r

r r

r r

 

  

   .                         (1.29) 

Тоді існує послідовність   ,nr n     така, що 

                                          

 

 
 

 

 
 

1 0

1

2

2

, ,

, .

n

n

n

n

n

n

r
r r r r

r
r

r
r r r

r













 


 


  




                       (1.30) 

 Доведення. Припустимо, що 0 1, , , nr r r  вже відомі і позначимо 

 

 
0

1

max :n n

r
M r r r

r





  
   

  

 

(зокрема,    0 0 1 0/M r r  ). З першої умови (1.29) випливає існування числа  

 

 1

min 1 :n n

r
a r r M

r





  
    

  

. 

Нехай b a  таке, що 

 

 

 

 2 2

max :
b r

r a
b r

 

 

  
  

  

. 

 Виберемо  1 ;nr a b   так, щоб 

                                            
 

 

 

 

1

1 1 1

max :
n

n

r r
a r b

r r

 

 





  
   

  

,                          (1.31) 

і покажемо, що для 1nr   справджується (1.30). 

 Справді, якщо 0r r a  , то 

 

 

 

 

 

 

1

1 1 1 1

n

n

n

rr a
M

r a r

 

  





   , 
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а якщо 1na r r   , то за побудовою 

 

 

 

 

1

1 1 1

n

n

rr

r r



 





 . 

Отже, на  0 1, nr r   виконується перша нерівність (2.8) з 1nr   замість nr . 

 Далі, оскільки 2 / 1   неспадна на  0 ;r  , то з (2.9) для 1nr r b    маємо 

 

 

   

   

   

   

 

 

1 1 1 11

2 1 2 1 1 2 1 2 1

n n n

n n n

r r rr r r

r r r r r r

    

     

  

  

   , 

а при r b  виконується друга нерівність  

 

 

 

 

 

 

1

2 2 2 1

n

n

rr b

r b r

 

  





  . 

Отже, на  1;nr    виконується друга нерівність (2.8) з 1nr   замість nr , і 

теорема 2.4 повністю доведена. 

 Послідовність  nr , існування якої доведено вище, називається 

послідовністю піків Пойа. 

 Наведемо найпростіші наслідки теореми 1.15. 

 Наслідок 1.3. Нехай   – додатна неперервна неспадна на  0 ;r   

функція порядку  0;   , а 0   – довільне число. Тоді існує послідовність 

 nr   , n    піків Пойа така, що 

                                      

 

 

0, ,

, .

n n

n

n n

n

r
r r r r

r
r

r
r r r

r

 

 











  
   
  

 

  
    

 

                             (1.32) 

Позначимо  1 r r
 




  і  2 r r
 




 . Оскільки   має порядок  , то 

 

 

2 2

1

,
r

r r
r




     , 

 

 

 

1

lim lim
r r

r r

r r
 

 

 
  

   , 
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 

 

 

2

lim lim 0
r r

r r

r r
 

 

 
  

  . 

Тому за теоремою 1.15 існує послідовність піків Пойа, для якої виконується 

(1.32). 

 Наслідок 1.4. Нехай  – додатна неперервна неспадна на  0 ;r   функція 

нижнього порядку  0;   , а  0;   – довільне число. Тоді існує 

послідовність   ,nr n    . Піків Пойа така, що 

                                    

 

 

0, ,

, .

n n

n

n n

n

r
r r r r

r
r

r
r r r

r

 

 











  
   
  

 

  
    

 

                               (1.33) 

 Справді, позначимо  
 

2

1

r
r

r
 





  і  

 
2

2

r
r

r
 





 . Оскільки   має 

нижній порядок  , то  

 

 

2 2

1

,
r

r r
r




     , 

 

   1

lim lim
r r

r r

r r

 

 



   

   , 

 

   2

lim lim 0
r r

r r

r r

 

 



   

  . 

Тому за теоремою 1.15 існує послідовність  nr  піків Пойа така, що  

 

 

 

 

 

 

 

2

02

2

2

, ,

, ,

n n

n

n

n n

n

n

r r r
r r r

r r
r

r r r
r r

r r

 

 

 

 

 




 












  


 


   




 

Звідки випливають нерівності (1.33).  

 Якщо використати уточнений порядок, то можна отримати значно 

гнучкіші твердження.  
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 Теорема 1.16. Нехай   – додатна неперервна неспадна на  0 ;r   

функція порядку  0;   . Тоді існують зростаюча послідовність  nr , 

послідовність  n  і невід’ємні послідовності   na ,  nA  і  n  такі, що 

1) 0, 0n n    і 0na   при n   ; 

2) nA    і n na r    при n   ; 

3) для всіх 0n n  і  ,n n n nr a r A r  

                                                    1

n

n n

n

r
r r

r

 

  


 

   
 

.                              (1.34) 

 Доведення. Нехай  r  – уточнений порядок функції  , побудований при 

доведенні теореми 1.14 (Валірона). Тоді 

 
 lim 1

r

r

r r





 

  

і 

   0

2

1

ln ln
r r r

r r r
    . 

Позначимо 

 
 

 
 2 2

1/ ln 1/ ln

1 2,
r r r r

r r r r
 

 
 

  . 

Тоді 

 2
2 / ln2

0

1 2

2 ln
exp

ln

r r
r r r

r





 
       

 

, 

 

 

 
 

2
1/ ln

1 2

ln
lim lim lim

ln

r

rr r r

r r r
r

r rr


 

    

 
    

 

, 

 

 

 
 

2
1/ ln

2 2

ln
lim lim lim 0

ln

r

rr r r

r r r
r

r rr


 





     

 
    

 

. 

Тому за теоремою 1.15 існує зростаюча до   послідовність  nr  піків Пойа 

така, що  
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                            
 

   

 
   

2 2

2 2

1/ ln 1/ ln

0

1/ ln 1/ ln

, ,

, .

n n

n n

r r r r

n n n

r r r r

n n n

r r r r r r
r

r r r r r

 

 






  

  

  
 

  

              (1.35) 

Позначимо 

2ln , 1 / ,n n nA r a A   

так що nA   , 0na   і n na r    при n   . 

 Якщо n n na r r r  , то з першої нерівності (2.13) отримуємо 

   

 
   

2

2 2

1/ ln

1/ ln 1/ ln
n n

n n

r r

r r r r

n

n

r
r r r

r



 
 



   
  

 

 

 

 
   

2
1/ ln

n n

n

r r

r r

n

n

r
r r

r



 




 
  

 

 

                          

 

     
2

1/ ln

exp ln

n n
r r

n n

n

r
r r r r

r

  

  

  
 

  
 

.                (1.36) 

Позначимо   21 / lnn n nr r     , так що  0n n    . Далі, 

        ln ln ln

n n

r r

n

r r

r r r d r d r              

2 2 2

ln ln1
ln

ln ln ln ln ln
n n

r r

n

r r

r rd d
r

r r r

 

   


     

 

 2

ln ln ln

ln ln ln ln

n n n n

n n

r a r A

r r A


  


 

 
 3 3

2
3

1 1ln ln1
0

12 2 ln
ln ln ln

2

n n

n
n n

or r
n

r
r r


    

 
 

 

. 

 Тому з (1.36) випливає, що 

   
 

    
1

1 1 ,

n n

o

n n

n n

r r
r r e o r n

r r

   

  

 
   

       
   

, 

і існує послідовність    0n n     така, що виконується (1.34). 
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 Якщо ж n n nr r A r  , то з другої нерівності (1.35) маємо 

   

 
   

2

2 2

1/ ln

1/ ln 1/ ln
n n

n n

r r

r r r r

n

n

r
r r r r

r



 
 



  
  

 

 

       exp ln

n

n n

n

r
r r r r

r

 

  


 

  
 

, 

де    21 / ln 0n n nr r n        , а 

    
2 2

ln ln
ln ln ln

ln ln ln ln
n

r

n
n

nr

r rd
r r r r r

r r


 

  


     

 
   

2 2

ln ln ln
ln ln ln

ln ln ln ln

n n n n
n n n n

n n n n

A r r A
A r A r

r r r r


     

 
 3 3

3

2 2

1 1ln ln1 1
ln ln 0

2 ln ln 2 2 ln

n n
n n

n n n

or r
r r n

r r r

 
      

 
. 

 Звідси знову приходимо до існування послідовності    0n n     

такої, що виконується (1.34). Теорему 1.16 доведено. 

 Теорема 1.17. Нехай   – додатна неперервна неспадна на  0 ;r   

функція нижнього порядку  0;   . Тоді існують послідовності 

       , , ,n n n nr a A  і  n , які задовольняють умови 1) - 2) теореми 1.16  і 

такі, що для всіх 0n n  і  ;n n n nr a r A r  

     1

n

n n

n

r
r r

r

 

  


 

   
 

. 

 Доведення цієї теореми подібне до доведення теореми 1.16, але 1  і 2  

треба вибрати так: 

   
 

   
 2 2

1/ ln 1/ ln2 2
1 2,

r r r r
r r r r r r

 
   

   
  . 
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Лема Бореля-Неванлінни 

 

Теорема 1.18. Нехай u  – неперервна на  0 ;r   функція і 

  ,u r r   , а   – додатна неперервна на      0 0 0;u u u r   функція 

така, що   0,r r    , і 

                                                             

0
u

u du



  .                                         (1.37) 

Тоді для всіх 0r r , крім, можливо, множини скінченної міри, 

                                                         1u r u r u r   .                                  (1.38) 

 Доведення. Позначимо через  0, ;E E r  , замкнену множину, на якій 

(1.38) не виконується, тобто 

                                                           1u r u r u r   .                                (1.39) 

Нехай  ;rE E r  . Вважатимемо, що для кожного 0r r  множина rE   , 

бо у протилежному випадку твердження теореми очевидне. 

 Нехай 

 
0

1 0min min :rr E r E r r    , 

    1 1min : 1r r u r u r    . 

Тоді 1 1r r   і        1 1 1 11u r u r u r u r     . Оскільки функція u , то звідси 

випливає   1 1 1r u r r   , тобто  

  1 1 1r r u r   . 

Припустимо, що 1 , , nr r  і 1 , , nr r   вже вибрані і позначимо 

 1 min min :
n

n r nr E r E r r
    , 

    1 1min : 1n nr r u r u r 
    . 

Тоді, як вище, маємо 

       1 1 1 11n n n nu r u r u r u r   
     
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і  

  1 1 1n n nr r u r  
   . 

Звідси випливає, що  nu r    і nr    при n   . 

 З означення послідовності  nr  випливає також, що на інтервалах 

 1;n nr r
  виконується (1.38). Отже, множина E , на якій (1.38) не виконується, 

покрита відрізками  ;n nr r  . Але 

          

0

0 0

1 1 1

1n n n

n n n u

r r u r u n u u du   

  

  

             , 

і, отже, теорему 1.18 доведено. 

 Зауваження.  Умову (1.37) послабити не можна. Справді, нехай 

 

0
u

u du



  . Позначимо    

0

0,

u

u

r u u du u u  . Тоді обернена до  r u  

функція  u r  задовольняє умов теореми 1.18, але на  0 ;r   виконується (1.39), 

бо 

       

  

  

  r u r r u r

r r

dt
u r u r u r u t dt

r u t

 



 

    


   

  

  

  

  
1

1

r u r r u r

r r

dt
dt

u t u r

 

 

 

    . 

Наслідок 1.5.  Якщо додатна функція u  задовольняє умови теореми 2.7 і 

0  , то для всіх 0r r , крім, можливо, множини скінченної міри, 

                                                 
 

 
11

ln
u r u r

u r

 
  

 

.                                     (1.40) 

 Справді, функція    1 lnu r u r і  
2

1 /u u   задовольняють умови 

теореми 2.7 і тому для всіх 
*
0r r , крім, можливо, множини скінченної міри, 

     1 1 1 1u r u r u r   , тобто  
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 
 

2

1
ln ln 1

ln
u r u r

u r

  
    
     

. 

Звідси при *
0 0r r r   

 
       

1
ln ln 2 ln 1 1 ln

ln
u r u r u r u r

u r


 
      

 

. 

 Множину E  називатимемо множиною скінченної логарифмічної міри, 

якщо 

 1;

ln

E

d r



  . 

 Наслідок 1.6. Якщо додатна функція u задовольняє умови теореми 1.18 і 

0  , то для всіх 0r r , крім, можливо, множини скінченної логарифмічної 

міри, 

                                                 
 

 
11

ln
u r u r

u r

 
  

 

.                                     (1.41) 

 Справді, якщо до функції  r
u e  застосувати наслідок 1, то матимемо 

                                             

 
 

11
exp

ln

r

r
u r u e

u e


  

    
 

   

                            (1.42) 

для всіх 
*
0r r , крім, можливо, множини скінченної міри. Позначимо 

r
x e , 

тобто lnr x . При такій заміні множина скінченної міри переходить у множину 

скінченної логарифмічної міри, а з (1.42) одержуємо 

 
 

11
exp ln

ln
u x u x

u x

   
   

 
   

, 

тобто 
 

 
11

exp
ln

u x u x
u x

   
  

 
   

. Оскільки 
   

1 1
exp 1

ln lnu x u x

  
  

  

, то з 

останнього співвідношення отримуємо (1.41). 

 



40 

 

 Лічильна функція та показник збіжності 

 

 Нехай  nz  – комплексна послідовність з єдиною точкою скупчення у  , 

впорядкована так, що 1n nz z   (серед членів цієї послідовності можуть бути 

однакові, а також дорівнювати нулю). Функція 

  1

n
z r

n r



   

називається лічильною функцією послідовності  nz . Це – кількість членів 

послідовності   nz , які містяться у замкненому крузі  :z z r . Усередненою 

лічильною функцією або неванліннівською лічильною функцією послідовності 

 nz  називається функція 

 
   

 
0

0
0 ln

r
n t n

N r dt n r
t


  . 

 Нехай 1 2 0mz z z     і 1 0mz   , а  0 10; mr z   – довільне число. 

Тоді при 0r r  

               
     0

0 0 0

0

0

ln ln

r r r r

r r r

n t m n t n tdt
N r dt dt m m r dt m r

t t t t


         .     (1.43) 

Тому за теоремою 1.23 функції  n r  і  N r  мають однакову категорію 

зростання. Однак функція  N r  має переваги над функцією  n r . Вона 

неперервна і неперервно диференційована на  0; , за винятком зліченної 

кількості точок, у яких існують односторонні похідні, а в точках, де похідна 

існує, виконується нерівність 
   dN r n r

dr r
 , тобто 

 
 

ln

dN r
n r

d r
 . З (1.43) 

випливає також, що  N r  є логарифмічно опуклою функцією.  

 Припустимо, що 0nz   для всіх n , а  k r  – найбільше з цілих чисел 

таких, що    max :n nk r
z z z r  . Тоді з (1.43) отримуємо 
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 
   

 
 

 

11

10

j

kj

z rk rr

j z rz

n t n t n t
N r dt dt dt

t t t





       

 
 

    
1

1

1

ln ln ln ln

k r

j j k r

j

j z z k r r z







    

 2 1 3 2ln ln 2 ln lnz z z z       

            1
1 ln ln ln ln

k r k r k r
k r z z k r r z


       

1 2ln lnz z         1
ln ln ln

k r k r
z z k r r


   

 

1

ln ln

k

k r

j jj z r

r r

z z 

  . (1.44) 

 Оскільки лічильна функція комплексної послідовності  nz  є лічильною 

функцією невід’ємної послідовності    n nz  , а відкидання скінченної 

кількості членів послідовності на асимптотику лічильної функції не впливає, то 

надалі будемо вивчати тільки додатні послідовності. 

 Отже, нехай 0 ,n n    . Припустимо, що 

                                                             
1

1

t
n n





                                                 (1.45) 

для деякого  0;t   . Тоді число 

                                                     
1

1
inf 0 :

t
n n

t






  
    

  
                               (1.46) 

називається показником збіжності послідовності  n . Якщо 
1

t
n

n








   для 

кожного 0t  , то вважаємо    . Зауважимо, що у випадку, коли 0    , 

ряд 
1

n

n









  може бути як збіжним, так і розбіжним. 

 Теорема 1.19. Нехай 0 t   . Тоді умова (1.45) рівносильна умові 

                                                       
 

1

0

t

n r
dr

r




  .                                               (1.47) 
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 Доведення. Нехай 0 10 r    і 0r r . Тоді   0n t   на  00; r  і, переходячи 

до інтеграла Стільтьєса та інтегруючи частинами, маємо 

                       
         

0 0

1 1

0

1

n

r r r

t t t t t t
r n r r

dn x n r n x n r n x
t dx t dx

x r x r x 
 



        .            (1.48) 

Звідси випливає, що 

 
1

0

1 1

n

r

t t
r n

n x
dx

tx  




  . 

Спрямовуючи r   , бачимо, що з (1.47).  

 Навпаки, якщо виконується (3.5), то для кожного 0   і всіх  
*

r r   

 
1

1 0

1
r

t t
n n

n x
t dx

x






  , 

так що з (1.47) випливає (1.45). Теорему 1.43 доведено. 

 З цієї теореми випливає, що показник збіжності послідовності можна 

позначити рівністю 

                                            
 

1

0

inf 0 :
t

n x
t dx

x






  
    

  
 .                                 (1.49) 

З іншого боку, якщо 
 ln

lim
lnr

n r

r


 

  – порядок функції  n r , то, як показано в 

1.12,  

                                           
 

1

0

inf 0 :
n x

dx
x


 





  
    

  
 .                               (1.50) 

З формул (1.49) і (1.50) випливає така теорема. 

 Теорема 1.20. Показник збіжності послідовності дорівнює порядкові її 

лічильної функції.  
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Щільність послідовності 

 

 Нехай 0 ,n n    , а  n r  – лічильна функція послідовності  n . 

Величини 

   
lim , lim

r r

n r n r
D d

r r  

   

називаються, відповідно, верхньою та нижньою щільностями послідовності 

 n . Якщо D d   , то послідовність називається вимірною, а число   – її 

щільністю. 

Нехай 0r   – довільне число. Якщо 1n nr    , то 
 1

n n

n rn n

r 


  , а 

якщо 1 1n n n q n qr            , то 
 

n q

n r n q

r  


 . Тому 

lim , lim
r rn n

n n
D d

  

  . 

Верхню *
D  та нижню 

*
d  усередині щільності послідовності  n  позначимо 

рівностями 

   
 

 * *

0

lim , lim ,

r

r r

N r N r n x
D d N r dx

r r x   

    . 

Теорема 1.21. Виконуються нерівності 
* *

D D eD  . 

Доведення. Якщо D   , то    n x D x   для кожного 0   і всіх 

 0 0x x x   . Тому  

 
 

   
0

0
0

x r

x

n x
N r dx D dx D r const

x
        , 

звідки  
*

D D    і, з огляду на довільність  , одержуємо нерівність *
D D , 

яка є очевидною, якщо D   .  
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Далі, 

 
 

/

r

r e

n x r
N r dx n

x e

 
   

 
  

і 

   

 

* / /
lim lim

/r r

n r e n r e D
D

r e r e e 

   , 

тобто маємо нерівність 
*

D eD . Теорему доведено. 

Зауважимо, що отримані в теоремі 1.21 оцінки є точними. Наприклад, 

якщо n n  , то    1n r r O   і    lnN r r O r   при r   , а тому 

*
1D D  . Покажемо, що і оцінка 

*
D eD  є точною. Для цього достатньо 

побудувати послідовність  n  таку, що 1D   і 
*

1 /D e . 

Нехай  kv  – зростаюча до   послідовність натуральних чисел, 0 0  , 

а для 1k kn v     позначимо 

1

1

k
n k

k k

n 
 

 






 


. 

Тоді, якщо 0r   і 1n nr    , то 

 

1

1

1
k

kn
k

k k

n r n

nr






 





  





, 

а оскільки 1
k

k   , то 

1 lim lim lim 1
1

k

k k

n k k
n k

n
D



 

    

    


, 

тобто 1D  . 

Далі, оскільки 

1
1

1

1

k
k

k k

 
 





 


, 

то при 1k kr     виконується    kn r  . Але 
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 
   1

1

1

,

l

l k

r

k k

l k

n t n t
N r dt dt r

t t



 

 





 

      . 

Тому при 1k kr     одержуємо  

  1
1

1 1

1
ln ln

l k
l

k l kk

N r r

r r

 
 

  



 

  
   

  
 . 

Оскільки 
1 1

ln x
x e

  для всіх 0x  , то з останньої нерівності отримуємо  

  1
1

1 1

1 1
ln

l
l

k lk

N r

r e


 

 



 

  
   

  
 . 

Досі послідовність  k  була довільною. Якщо ми виберемо її так, щоб 

 2expk k  , то при 1k kr     матимемо 

  11

1

1
ln

k k

k k

N r

r e

 

  


     

 
   

 

 2 2

2 1

exp 1 1 exp 11
1 ln

exp 1

k O k O
o

e k O 

  
   


 

    
 

 
2

2

exp 11 1
1 1 1 1 ,

exp

k k
o o e o k

e k e


        . 

Звідси випливає, що 
*

1 /D e , а це разом з нерівністю 
*

D eD  дає 

рівність 
*

1 /D e . 

Теорема 1.22. Виконуються нерівності *
ln

D
d d d d

d
   , де вираз у 

правій частині потрібно вважати таким, що дорівнює   при D    та 

будь-якому d і дорівнює 0  при D   та 0d  . 

Доведення. Якщо 0d  , то    n x d x   для кожного  0; d   і всіх 

 0x x  . Тому 

 
 

   
0

0
0

x r

x

n x
N r dx d dx d r const

x
        , 

звідки одержуємо нерівність 
*

d d    і, з огляду на довільність  , маємо 

нерівність 
*

d d , яка є очевидною при 0d  . 
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Припустимо, що D   . Тоді    n x D x   для кожного 0   і всіх 

 0x x  . Тому, якщо 1  , то  

 
     

 
0

0 0
0

x r r r r

x r x r

n x n x n x dx
N r dx dx dx const D dx

x x x x

 

              

   lnn r D r const      , 

тобто, 

     
 ln 1 ,

N r n r D
o r

r r

  


  


     . 

 Звідси випливає, що 

                                                            *
ln

D
d d 


                                            (1.51) 

для кожного 1  . Якщо D   , нерівність (1.51) є очевидною, і в цьому 

випадку 
*

d   . Якщо  D    і 0d  , то 
*

/d D   і, спрямовуючи    , 

отримуємо 
*

0d  . 

 Нарешті, нехай 0 d D    . Позначимо   ln
D

d  


  . Тоді 

   1 ,D     , рівняння   0    має єдиний розв’язок  
*

/D d   і 

 *
ln

D
d d D

d
     . Тому з (1.51) маємо  

*
min ln : 1 ln

D D
d d d d

d
 



 
     

 
. 

Теорему 1.22 доведено. 

 Нехай знову  0 , ,n n n r     – лічильна функція послідовності 

 n , а  0;1  . Величини  

 
   

 
   

lim , lim
r r

n r n r n r n r
D d

r r r r

 
 

   

 
 

 
 

називаються, відповідно, верхньою та нижньою щільностями послідовності 

 n  за базою  0;1  . Зрозуміло, що  0D D  і  0d d . 

Теорема 1.23. Якщо 

                                     1 10, 0 1n nh h n        ,                             (1.52) 

то функції  D   і  d   неперервні на  0;1  і 

                                           0 0 0 1 /d d D D h      .                            (1.53) 

Доведення. Нерівності   0d    і    0 0d D  є очевидними. Далі, з 

умови (1.52) випливає, що кількість членів послідовності  n , що лежать у 

проміжку  ;a b , не перевищує числа   /b a h . Тому для довільних 

0 1     маємо  
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    1

lim
t

n t n t

r r h

 

 





.                                       (1.54) 

При 1   звідси випливає нерівність   1 /D h  . Нарешті, з тотожності 

 
 

     
1

n t n t n t n t

t t t t

 
 

 


  


 

отримуємо нерівності 

               0 1 0 , 0 1 0d d d D D D            

і тому        0 0d d D D    . Отже, всі нерівності (1.53) доведені, 

залишилось неперервність функцій  d   і  D  .  

 Нехай знову 0 1    . Використовуючи тотожності (1.54) і 

 
   

 
       

1 1
n t n t n t n t n t n t

t t t t t

   
 

 

  
   

 
, 

маємо 

           1 1 1d d d
h

 
     


      , 

           1 1 1D D D
h

 
     


      , 

тобто 

       1 11
0

d d

h

   

 

  
  


, 

       1 11
0

D D

h

   

 

  
  


. 

 З цих нерівностей випливає неперервність функцій    1 d   і 

   1 D  , а отже, і функцій  d   і  D  . Теорему 3.5 доведено. 

 Наслідок 1.7.  Якщо    D d   для деяких 0 , 1   , то 

послідовність  n  вимірна. Навпаки, якщо послідовність  n  вимірна, то для 

всіх 0 , 1   . 
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 Справді, якщо    D d   для деяких 0 , 1   , то з (1.53) випливає, 

що    0 0D d , тобто послідовність  n  вимірна. Навпаки, з тотожності  

       1

1 1

n t n t n t n t

t t t t

 

   


 

  
 

та існування границі  
 

lim
t

n t

t 

   випливає, що 

 

 Теорема 1.24. Існують границі 

       
1 1

lim 1 , lim 1d d D d
 

 
 

   

і виконуються нерівності  

           1 0 0 1d d d D D D      . 

 Доведення. З тотожності 

   
 

   1

1

1
1

1

1

n
n

n n

n t n t n t n t

t t t t

 

 

 


  
 

   








 

 
  

  

випливає, що  

       
1

1

1

1

n
n

n
D D D

 



    






  


  

і, подібно,    
n

   . З погляду рівноправності цих нерівностей розглянемо 

лише доведення існування границі    
1

lim 1d d





  і доведення нерівності 

   1d d  . 

 Нехай   inf : 0 1m d     . Тоді   , 0 1d m     і для кожного 

 0;1   існує  0;1   таке, що  d m   . Виберемо   так, щоб 

 1 1 1      . Тоді    та існує натуральне число 1n   таке, що 

1n n
   


   . Оскільки функція    1 d   не зростаюча, то звідси 

одержуємо  

   
lim .

1 1t

n t n t

t t

 

  

  
   

  
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           
1 1 1

1 1 1
n n n

d d d     
  

     , 

тобто 

     
1

1 1

1
1

1 1

n

n n
d d d

  
  

 



 

   
   

   

. 

Але 

     1
1 1 1

n n n
       


        

і  

1

1 1

1
2

11 1

n n

n n

n

n

  
  

 



 

 
  

 
. 

Тому 

         1 2 1 2m d d m          , 

звідки, завдяки довільності  , випливає існування границі 

     
1

lim 1d m d d


 


   . Теорема 1.24 доведена. 

 Величини  1d  і  1D  називаються, відповідно, мінімальною та 

максимальною щільностями послідовності  n . 

 

Контрольні запитання 

 

1. Сформулюйте означення верхньої та нижньої границі. 

2. Наведіть приклади опуклих функцій. 

3. Сформулюйте означення повільно змінної функції та наведіть приклад. 

4. Сформулюйте означення напівнеперервної функції та наведіть приклад. 

5. Дайте означення класу збіжності чи розбіжності функції. 

6. Сформулюйте означення уточненого порядку функцій на наведіть приклад. 

7. Дайте означення лічильної функції та показника збіжності послідовності. 

8. Сформулюйте означення верхньої та нижньої щільності послідовності. 
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Приклади розв’язування задач 

 

Приклад. Знайти верхню та нижню границі функцій: 

а)  
2 1 2 1

sin , 0f x arctg x
x x

   ; 

б)    2 1
2 cos , 0g x x x

x
   . 

 

 

Розв’язування.  

а)  Оскільки 2 1
inf sin 0

x

 
 

 
 при  

1
1, 2,

n
x x n

n
    , а  

2 1 2 1
lim inf 1
n

n

arctg arctg
x x 

 
   

 
, 

 то    
2

0

2
lim lim sin 1

nx

f x n arctg n 


 
     

 
. Аналогічно, 2 1

sup sin 1
x

 
 

 
 при 

 
 

2
1, 2,

1 2
n

x x n
n

  


, а 
2 1 2 1

lim sup 1
n

n

arctg arctg
x x 

 
  

 
, то 

 
   2

0

1 2 1 22
lim lim sin 1 1 2

2x n

n n
f x arctg

n

 

 

  
     

 

. 

б) Оскільки 
1

inf cos 1
x

 
  

 
 при 

 
 

1
1, 2,

2 1
n

x x n
n 

   


 і 
1

lim cos 1
n

n
x

  , 

а  2

0

lim 2 2
x

x


  , то  
 

 
2 2

0

1
lim lim 2 cos 2 1 2

2 1nx

g x n
n




 
     

  

. 

Аналогічно  
0

lim 2
x

g x


 . 
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Завдання для самостійної роботи 

 

 Знайти верхню та нижню границі функції: 

1)  
2
sin , 0f x x x x  ; 

2)  
 2

cos 1/

, 0
x

f x e x  ; 

3)  
1

, 0f x arctg x
x

  ; 

4)  
1

,
1 2

x

x
f x x

x

 
   

 
; 

5)   2 ,
x

f x x   ; 

6)  
cos

, 0
x

f x x
x

  ; 

7)  
sin

,
2

x
f x x

x


  ; 

8)  
2

,
x

f x e x


   ; 

9)  
1/

1
, 0

1
x

f x x
e

 


; 

10)  
 2

cos 1/

, 0
x

f x e x  ; 

11)  
1 4

sin ,f x x
x 

  . 
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Розділ ІІ. Цілі функції 

 

Максимум модуля 

 

Нагадаємо, що функція   ,f z z x iy   називається аналітичною в точці 

0z , якщо вона має неперервну похідну в деякому околі цієї точки. Функція 

 f z , аналітична в усій комплексній площині, називається цілою. За теоремою 

Тейлора її можна розвинути у степеневий ряд 

                                                         
0

n
n

n

f z a z





  ,                                              (2.1) 

радіус збіжності якого 1 / lim n
n

n

R a


   . Тобто виконується умова 

lim 0n
n

n

a


 . 

Величина     max , 0
z r

M r f z r


    , швидкість зростання якої при r    є 

однією з найважливіших характеристик цілої функції, називається максимум 

модуля  f z  у крузі радіуса r .  

 Теорема 2.1 (Нерівність Коші). Для довільного n N  має місце 

нерівність 

 
n

na r M r . 

 Доведення. При 0 r R   і 
i

z re


  маємо 

       
22 i i i

f z f re f re f re
  

    

0 0

n in k ik
kn

n k

a r e a r e
 

 


 

  
 

, 0

i n kn k
kn

n k

a a r e







 , 

причому останній ряд рівномірно збіжний на 0 2   , бо він мажорується 

рядом 
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2

, 0 0

n k n
n k n

n k n

a a r a r

 


 

 
    
 

  . 

 Проінтегрувавши почленно, матимемо 

 
2

2

0

1

2

i
f re d








 

2

, 0 0

1

2

i n kn k
kn

n k

a a r e d












  . 

 Оскільки  

 
2

0

0, ,1

1, ,2

i n k n k
e d

n k







 
 


  

то  

2 2

0

n
n

n

a r





     
2

2 2

0

1

2

i
f re d M r







 , 

і нерівність Коші є очевидним наслідком останньої нерівності. 

 Теорема 2.2 (Ліувілля). Якщо для цілої функції  f z  виконується умова  

                                           0, ,
q

M r Kr r r K const   ,                                 (2.2) 

то  f z  – многочлен.  

 Дійсно, з нерівності Коші при виконанні умови (2.2) дістаємо 

0, , 0
q n

na Kr r r q


   . 

 Спрямуємо r  до  . При n q  отримаємо 0na  . Отже, 

 
n

n

n q

f z a z



  . 

 З теореми Ліувілля випливає, що якщо ціла функція  f z  – не 

многочлен, то  M r  зростає при r    швидше, ніж будь-який степінь r . 

 Функція  M r  посідає важливе місце в теорії цілих функцій. Точне 

обчислення її навіть для найпростіших цілих функцій може викликати 

труднощі. Але переважно достатньо вміти оцінити її зверху і знизу.  

 Розглянемо спочатку випадок многочлена  1n n   
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  0 1 , 0
n

n nP z a a z a z a     . 

 У крузі z r  маємо 

  0 1 0 1
n n

n nP z a a z a z a a z a z            

1 0

0 1

1 1
1

nn n
n n n

n n

a a
a a r a r a r

a r a r


  

            
  

. 

 При  r    сума у квадратних дужках прямує до 0 . Тому для кожного 

0   можна вказати таке  0r  , що при  0r r   виконується нерівність 

                                              1 ,
n

nP z a r z r   .                                     (2.3) 

Розглянемо значення  P z  в будь-якій точці 0z , що лежить на колі z r . Для 

неї 0z r . У цій точці також виконується (2.3) при  0r r  . З іншого боку 

  0 1 0 1
n n

n nP z a a z a z a a z a z            

   1 1
0 0 1 0 0 0 1 0 0

n n n n
n n n nP z a z a z a a z a z a

 
           

1 1
0 1 0 0 1 0

n n n n
n n n na z a z a a r a r a

 
               

1 01 1
1

nn
n n

n n

a a
a r

a r a r


  

        
  

. 

Звідси при  0r r   отримуємо  

                                                0 01 ,
n

nP z a r z r   .                                (2.4) 

 Повертаючись до (2.3), робимо висновок, що ця нерівність справедлива 

також і в тій точці круга z r , де  P z  досягає свого максимуму  M r . Тому 

                                                 01 ,
n

nM r a r r r    .                               (2.5) 

З іншого боку, значення  P z  в точці 0z , що лежить на колі z r . Не 

перевищує  M r . Тому 

                                                01 ,
n

nM r a r r r    .                                (2.6)        

З (2.5) та (2.6) випливає, що  



55 

 

 
 01 1 ,

n
n

M r
r r

a r
       , 

і оскільки   – довільне додатне число, то 

 
lim 1

n
n

n

M r

a r

 . 

Отримане співвідношення сформулюємо так: максимум модуля многочлена 

степеня n   асимптотично дорівнює модулю старшого члена многочлена. 

 Обчислимо тепер функції  M r для , cos
z

e z  і sin z . Щоб їх розрізняти, 

введемо позначення      , , , cos , , sin
z

M r e M r z M r z .  

 У кожному з цих випадків використовуємо оцінку модуля суми 

степеневого ряду 

22

1 1
1! 2 ! ! 1! 2 ! !

nn
z z z zz z z

e
n n

              

2

1 ,
1! 2 ! !

n
r r r

z r
n

       . 

Отже, 
z r

e e  у крузі z r . Але в точці z r  значення 
z r

e e  і 
z r

e e . Тому 

в цій точці модуль показникової функції  досягає максимального значення. І 

                                                  , max
z z r

z r

M r e e e


  .                                        (2.7) 

Аналогічно 

2 4 64 6

cos 1 1
1! 4 ! 6! 2 ! 4 ! 6 !

z z zz z z
z             

2 4 6

1 ,
2 ! 4 ! 6!

r r r
z r      . 

Сума ряду у правій частині останньої нерівності дорівнює  
1

2

r r
ch r e e


  . 

Тому  
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cos z   
1

,
2

r r
e e z r


  . 

Але в точці z ir  

 
      

1 1
cos cos ,

2 2

i ir i ir r r
z ir e e e e z r

 
      , 

тобто 

                                           
1

, cos max cos
2

r r

z r

M r z z e e




   .                         (2.8) 

Нарешті  
3 5 3 5

1
sin

3! 5! 3! 5! 2

r rz z r r
z z r sh r e e


           . Але в 

точці z ir   
        

1 1 1
sin sin

2 2 2

i ir i ir r r r r
z ir e e e e e e

i i

  
       . 

Тому 

                                            
1

, sin max sin
2

r r

z r

M r z z e e




   .                         (2.9) 

 Тепер переконаємося в тому, що функції      , , , cos , , sin
z

M r e M r z M r z  

зростаючі. Для першої з них це очевидно. Для  , sinM r z  зростання випливає з 

того, що 
r

e  – зростаюча, а 
r

e


 – спадна, тому різниця 
r r

e e


  – зростаюча. 

Щоб перевірити, чи  , cosM r z  зростає при 0r  , досить знайти її похідну 

   
1 1

0, 0
2 2

r r r r
e e e e r

 


 
     

 
. 

Тому  , cosM r z  – зростаюча при 0r  .  

 Нехай 0 r   . Тоді   0
n

nn a r    при n    і існує 

  max : 0n n  , який позначатимемо через  r , так що 

    max : 0r n n   . Ця величина  r  називається максимальним членом 

ряду (2.1). З нерівності Коші випливає, що    r M r  . Остання нерівність 

теж називається нерівністю Коші. З іншого боку, для кожного  0;1   маємо 
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 
0 0 0

n

n n n
n n

n n n

r r
M r a r a   

 

  

  

   
     

   
   . 

Так що                                   
1

1

r
M r 

 

 
  

 
.                                           (2.10) 

Зауважимо, що  r    при r   . 

Порядок і тип цілої функції 

 

Величина  

                                                     
 ln ln

lim
lnr

M r

r




                                            (2.11) 

називається порядком функції f , а якщо 0    , то величина 

                                                      
 ln

lim
r

M r

r





                                              (2.12) 

називається типом цілої функції f . Кажуть, що функція f  порядку 

 0     має мінімальний, нормальний, максимальний тип, якщо 

відповідно 0, 0 ,        . 

 Формули (2.11), (2.12) дозволяють за допомогою формул (2.7), (2.8) та 

(2.9) знайти порядок і тип функцій , cos , sin
z

e z z . Оскільки  

 ,
z r

M r e e , 

то порядок функції 1    і тип 1  . Далі 

   
2

1 1
, cos

2 2

r
r r r e

M r z e e e


 

    . 

Очевидно, що  
2

0
r

e r


    і тому дріб у правій частині останньої 

нерівності прямує до 
1

2
. Знайдемо 

 
2 2

1 1 1
ln , cos ln 1 ln

2 2

r r
e e

M r z r r
r

   
     

 

. 

де вираз у дужках прямує до 1   при r   . Ще одне логарифмування дасть 
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 
2

1 1
ln ln , cos ln ln 1 ln

2

r
e

M r z r
r

 
    

 

, 

де другий доданок у правій частині прямує до 0  при r   . Тому  

 ln ln , cos
lim lim

lnr r

M r z

r 



2
1 1 1

1 ln 1 ln 1
ln 2

r
e

r r

  
     

   

. 

 Це означає, що для функції cos z  маємо 1    і 1  . 

Пропонуємо самостійно визначити порядок і тип функцій: 

а)   sinf z z .     Відповідь: 1  , 1  ; 

б)  
k

z
f z e .     Відповідь:  , , , 1

k k
z r

M r e e k    ; 

в)  
k

e
f z e .     Відповідь:  , , ,

k r
e e

M r e e      – не визначений. 

 У всіх розглянутих прикладах порядок цілої функції дорівнював цілому 

числу або  . Але існують функції дробових порядків. Наприклад, 

   
1

2

z z
f z e e


  . Ця функція ціла, бо  

1 ,
1! 2! 3!

z z z z z
e       

1 .
1! 2! 3!

z z z z z
e


      

І тому вона зображена всюди збіжним степеневим рядом 

 
2 3

1
1

2 2! 4! 6!

z z z z z
e e


     . 

Для неї    
1 1

,
2 2

z z r r
M r e e e e

  
   

 
 і легко перевірити, що порядок 

1

2
  , а тип 1  . 

 Покажемо зараз, що в означених порядку і типу цілої функції замість 

 M r  можна брати  r .  
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Теорема 2.3. Мають місце рівності 

                                   
 ln ln

lim
lnr

r

r






 ,     
 ln

lim
r

r

r







 .                            (2.13) 

Доведення. Приймемо 

 
1

ln ln
lim

lnr

r

r






 ,   
 

1

ln
lim
r

r

r







 . 

 З нерівності Коші    r M r   випливає, що 1  , 1  . Далі , якщо 

припустимо, що 1   , з означення 1  маємо, що    1ln ln lnr r     для 

кожного 0   при  0r r  , тобто   1ln r r
 




 . Тому з (2.10) отримуємо 

 
 

  11
1

ln ln ln 1 1 ,
1

r
M r r o r

  
 

 

  
      

 
, 

звідки      1ln ln ln 1M r r O     при r   . З останньої нерівності 

випливає, що 
1

    , і завдяки довільності   маємо 1  . У випадку, коли 

1   , нерівність 1   очевидна. Отже, 1  . 

 При 0     і 1    з означення 1  маємо    1ln r r


     для 

кожного 0   при  0r r   і з (2.10) дістаємо 

      1ln 1 1 ,M r r o r
 

  


     . Звідси випливає, що  1


   


  . 

Оскільки числа   і   довільні, то, спрямовуючи   до 0 і   до 1, отримуємо 

1  . При 1    нерівність 1   очевидна. Отже, 1  , і теорема 

доведена. 

 Обчислення порядку і типу цілої функції, виходячи з означення, тобто з 

формул (2.11) та (2.12), досить трудомістке, бо пов’язане зі знаходженням 

максимуму модуля кожної конкретної функції. Тому виникає природне 

бажання отримати формули для обчислення порядку і типу цілої функції через 

коефіцієнти ряду (2.1). 
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Теорема 2.4. Мають місце рівності 

                                      
ln

lim
lnn

n

n n

a







,   
/

lim
n

n
n

n
a

e






 .                           (2.14) 

 Доведення. Приймемо 

ln
lim

lnn
n

n n
k

a




,     
/

lim
n

n
n

n
a

e






 . 

З першої рівності (2.13) маємо    expr r
 




  при     для кожного 0   

при  0r r  . Тому за означенням  r  отримуємо 

   exp
n n

na r r r r
 


  

   

для всіх  0n   і всіх  0r r  . Виберемо  1/
r n

 
 . Тоді маємо 

  1/
/

n

na e n
 

  при 0n n , звідки випливає , що k  . При     остання 

нерівність тривіальна. 

 Припустимо тепер, що    . З другої рівності (2.12) маємо 

    expr r


     для кожного 0   при  0r r  , як і раніше, 

  exp
n

na r r


 


   

для всіх  0n   і  0r r  . Виберемо 
 

1/

n
r



  

 
  

 

. Тоді 

  
/

/
n

na e n


     при  0n n  , звідки легко випливає, що   . При 

    нерівність    очевидна.  

 Перейдемо тепер до доведення протилежних нерівностей k   і   . 

Припустимо спочатку, що k   . Тоді з означення k  маємо 
 /n k

na n
 

  при 

 0 1n n   . Тому 

       0max : 0 max max : 0
n n

n nr a r n a r n n      , 
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 
      0

/

0max : max
n k nn

n r n n O r
 


 

  , 

   exp max : 1 ,t t r    , 

де  
ln

ln
t t

t t r
k




  


. Оскільки  
ln 1

ln
t

t r
k





   


 і 

    1 / 0t t k      , то максимум функції   досягається в точці 
1 k

t r
e


 , 

тобто 

   
 

 ln max ln , ,

k
kr

r O r O r r
e k










  
    

  

. 

Звідси, згідно з першою рівністю (2.13), отримуємо, що k  . При k    

нерівність k   очевидна. Отже, k   і перша рівність (2.14) доведена.  

Припустимо, що    . Тоді  

/
1

n

na e
n



  
 

  
 

 для кожного 0   при 

 0 1n n    і, як і раніше, маємо  
       0max , exp max : 1

n
r O r t t


   , 

Де тепер    
1

ln ln
t

t e t r
t

   


 
   

 
. Оскільки 

   
1 1 1

ln lnt r e
t

   
 

 
     

 
 і  

1
0t

t



    , то максимум модуля 

функції   досягається в точці  t r


     і 

           ln max ln , 1 1 ,r O r r o r r
 

           . Звідси, завдяки 

(2.13), випливає, що   . При     нерівність    тривіальна. Таким 

чином,   , і друга нерівність (2.14) доведена.  

  

Тепер розглянемо питання про похідну та нулі цілої функції. Спочатку 

сформулюємо наступне очевидне твердження: 1) якщо  f z  – ціла функція 

порядку , 0    , то функція    P z f z , де  P z  – многочлен, має порядок 
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 ; 2) якщо  f z  – ціла функція порядку , 0    ,  і типу , 0    , то і 

функція    P z f z  має тип   при порядку  . 

Теорема 2.5. У функції  f z  та її похідної  f z  порядки і типи 

однакові.  

Доведення. У функцій  f z  та  zf z  порядки і типи рівні. Тому досить 

показати, що у функцій  f z  та  zf z  порядки і типи рівні. 

Нехай   f z , зображена рядом (1.1), має порядок  . Тоді  

 
1

,
n

n n n

n

zf z b z b na





   . 

За першою з формул (2.14) порядок цієї функції дорівнює 

 
1

ln ln ln
lim lim lim

ln 1 / ln 1 / ln 1 /n nn n n
n n n

n n n n

b b na


  

     

ln ln
lim lim

ln 1 / ln ln 1 /
nn nn n

n n

n n

a n a


 

  


. 

 Нехай тепер  f z  має порядок   і тип  . За доведеним порядок функції 

 zf z  дорівнює  , а її тип 1  обчислимо за другою з формул (2.14) 

1

/ / / /

1 lim lim lim lim
n n n n

n
n n n n

n n n n

n n n n
b na a n a

e e e e



   
 

      

 
     
 
 

. 

І теорема повністю доведена. 

 Нагадаємо, що точка  називається нулем функції f , якщо   0f a  . Коли 

ж      
1

0
n

f a f a f a


    , а 
 

  0
n

f a  , то a  називається нулем n -го 

порядку f . Для прикладу візьмемо функцію 
3 5

sin
3! 5!

z z
z z    . З 

розвинення видно, що 0z   є нулем 1-го порядку. Тепер візьмемо функцію 

3 5

sin
3! 5!

z z
z z    , для якої, очевидно, точка 0z   є нулем 3-го порядку. 
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 Нехай 1 2, , , ,n    – послідовність комплексних чисел, причому 

1, 0n    . Припустимо, що існує скінченне   таке, що 

                                                            
1

1

n n








  .                                              (2.15) 

Нижня грань   множини чисел  , що задовольняють умові (2.15), називається 

показником збіжності послідовності  n . Якщо   скінченне, то для кожного 

0   

1

1

n n

 







  ,    
1

1

n n

 







  . 

Якщо не існує  , при якому виконується умова (2.15), то    . 

 

 Нехай  f z  – ціла функція скінченного порядку   і 1 2, , , ,n    – її 

нулі, відмінні від початку координат. Вважаємо, що n    і кожен нуль 

виписуємо стільки ж раз у послідовності  n , якою є його кратність. 

Теорем 2.6. Нехай  f z  – ціла функція скінченного порядку  , а 

1 2, , , ,n   , 1, 0n    – її нулі. Тоді   . 

Доведення. Вважаємо, що  0 0f   (інакше ми б поділили  f z  на 

відповідний степінь z  і отримали б функцію порядку  , яка не дорівнює нулю 

в початку координат і для якої 1 2, ,   – нулі). Приймемо , 2n n nr R r  . У 

крузі z R  у функції  f z  є принаймні n  нулів 1 2, , , n   . Тоді згідно з 

відомою оцінкою 

 

 
00

1

2
2 ,

0

n

n n
rnn

n n

M rR R
e n n

r f

 

 

 
     
 

, 

при великих n  маємо 

 1/ 22 3 3
ln 2 , , , , 1

2
n n n nn r n r r n r n

         


 

   
     


. 



64 

 

Отже, 
3

1

1

n n

 







  , де  0  – довільне. Тому   . 

 

Нескінченні добутки 

 

Вираз вигляду  

                                        1 21 1 1 , 1 1n na a a a n                         (2.16) 

називається нескінченним добутком і позначається  
1

1 n

n

a





 . Вираз 

 
1

1

n

n k

k

p a



   називається частинним добутком. Кажуть, що нескінченний 

добуток збігається, якщо існує lim 0,n
n

p p


   . В іншому випадку він 

називається розбіжним. Якщо добуток збігається, то позначимо  
1

1 n

n

p a





  . 

 Необхідна умова збіжності. Якщо добуток збігається, то 

0,na n   . 

 Дійсно,  
1

1 1n
n

n

p
a n

p 

     , звідки випливає, що  0na n   . 

 Достатня умова збіжності. Якщо  0 1na n  , то добуток (2.16) і ряд 

1

n

n

a





  збігаються або розбігаються одночасно. 

 Дійсно, оскільки в цьому випадку np  – неспадна функція від n , то np  

прямує або до скінченної границі, або до  . Далі, з того, що 1 n
a

na e  , маємо 

      1 2

1 2 1 21 1 1 n
a a a

n na a a a a a e
  

        . Ці нерівності показують, 

що np  і 1 2 na a a    обмежені чи необмежені одночасно, а це завершує 

доведення.  

 Добуток (2.16) називається абсолютно збіжним, якщо збігається добуток 
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                                                            
1

1 n

n

a





 .                                          (2.17) 

З попереднього випливає, що добуток абсолютно збігається тоді і тільки тоді, 

коли збігається ряд 
1

n

n

a





 . Якщо ж добуток (2.17) розбігається, то (2.16) 

називається умовно збіжним.  

 Покажемо, що абсолютно збіжний добуток є збіжним. Позначимо 

   
1 1

1 , 1

n n

n k n k

k k

p a P a

 

     . 

Маємо 

         1 1 2 1 1 1 11 1 1 , 1 1n n n n n n n np p a a a a P P a a a            , 

звідки  1 1n n n np p P P    . Нехай добуток збігається абсолютно. Тоді існує 

lim n
n

P P


    і, отже, ряд   1

2

n n

n

P P







  збігається. Але тоді збігається і ряд 

 1

2

n n

n

p p







 . Тому існує lim n
n

p p


   . Переконаємося, що 0p  . Дійсно, 

ряд 
1

n

n

a





  збігається і 1 1,na n    . Тому збігається ряд 

  
1

1 / 1n n

n

a a





  . Звідси добуток 

1

1
1

n
k

kk

a

a


 
 

 
  

прямує до деякої скінченної границі. Але цей добуток дорівнює 
1

np
 . Отже, 

границя добутку np  відмінна від нуля. 
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 Зауважимо, що збіжність добутку, зображеного у вигляді 
1

n

n

u





 , 

рівносильна збіжності ряду 

0

ln n

n n

u





 .  

  

Тепер перейдемо до розгляду функціональних нескінченних добутків 

вигляду 

                                                     
1

1 n

n

u z





 ,                                          (2.18) 

де   nu z  – функції, задані в області D , причому   1nu z    у D .  

Добуток (2.18) називається збіжним в області D , якщо він збігається в 

кожній точці z D . Згідно з попередніми результатами маємо, зокрема, що 

якщо 

 
1

,n

n

u z z D





   , 

то добуток (2.18) називається збіжним в області D . У кожній точці z D  

добуток (2.18) збігається до свого значення  p z , і ми записуємо  

    
1

1 n

n

p z u z





  . 

Добуток (2.18) називається рівномірно збіжним в області D , якщо 

послідовність частинних добутків     
1

1

n

n k

k

p z u z



   рівномірно збігається в 

області D . Нескінченний добуток називається рівномірно збіжним всередині 

області D , якщо послідовність частинних добутків рівномірно збігається 

всередині D . 

Достатня ознака рівномірної збіжності в області. Якщо в області D  

   
1

1 ,n n n

n

u z a n a





    , 
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то в області D  добуток (2.18) збігається рівномірно. 

Дійсно,              1 1 11 1n n n np z p z u z u z u z     . Звідси 

           1 1 11 1n n n np z p z u z u z u z       

1 ,n
a a

n ne a K a K const
 

    , 

тому ряд     1

2

n n

n

p z p z







  збігається рівномірно в D , отже,   np z  

рівномірно збігається в D . 

 Достатня ознака рівномірної збіжності всередині області. Нехай 

 nu z  – аналітичні функції в однозв’язній області D . Якщо ряд 

                                                           
1

ln 1 n

n

u z





                                             (2.19) 

рівномірно збігається в D , то добуток (2.18) рівномірно збігається всередині 

області D . 

 Дійсно, маємо 

     
11

1 exp ln 1 ,

n n

k k

kk

u z u z z D



 
    

 
 . 

Звідси отримуємо  

       
11

1 exp ln 1 ,k k

kk

p z u z u z z D

 



 
     

 
 . 

Права частина – аналітична функція у D , тому й  p z  – аналітична функція у 

D . Далі 

          
1 11

1 exp ln 1 exp ln 1

n n

k k k

k kk

p z u z u z u z



 

   
         

   
   

    
1

1 exp ln 1 k

k n

p z u z



 

   
     

   

 . 

Нехай K  – деякий компакт з D . На ньому функція  p z  обмежена, тобто 

  ,p z M z K  . На компакті K  ряд (1.19) збігається рівномірно, тому 



68 

 

  
1

1
ln 1 , ,

2 2
k

k n

u z z K n N
M




 

     . 

Звідси  

    
2

1

1
1

2 2! 2

n

k

k

p z u z M
M M

 



   
       

   

  

2

2

1 1 1 1
1 1 , ,

2 2! 2 3! 2 2 2 2
z K n N

M M

   


     
                

     

, 

що і доводить рівномірну збіжність (2.18) всередині D .  

 До цих пір ми припускали, що   1nu z    у D . Зараз послабимо цю 

вимогу. Будемо вважати, що D  – однозв’язна область,  nu z  – аналітичні 

функції у D , які володіють такою властивістю: який би не був компакт K D  , 

існує номер  0 0N N K  такий, що   01, ,nu z z K n N    .  

 Будемо вважати, що добуток (2.18) збігається у D , якщо збігається 

добуток   1 ,n

n N

u z z K





  , який би не був компакт K D . При такому 

означенні функція     
1

1 n

n

p z u z





   може перетворюватися в нуль у деяких 

точках області D , в точці такого типу в нуль перетвориться принаймні один із 

співмножників добутку. 

 Тоді достатня ознака рівномірної збіжності всередині області D  буде 

формулюватися так: якщо ряд     
0

0 0
ln 1 ,n

n N

u z N N K





   рівномірно 

збігається на довільному компакті K D , то добуток рівномірно збігається 

всередині області D . 
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Розвинення цілої функції у нескінченний добуток 

 

Розглянемо спочатку спосіб побудови цілої функції з заданими нулями. 

Позначимо 

     
2

, 0 1 , , 1 exp , 1
2

n
u u

E u u E u n u u n
n

  
       

  

. 

Ці вирази називаються первинними множниками. Їхня поведінка при u    

залежить від n . 

 Лема 2.1. Справедливі нерівності 

                                    
1 1

ln , ln , 2 ,
2

n
E u n E u n u u


   ,                         (2.20) 

                                   
2

1
ln exp 2 ,

2 2

n
nu u

u u u
n

  
    

  

.                       (2.21) 

 Доведення. Маємо 

   
2 2 1

ln , ln 1
2 2 1

n n n
u u u u u

E u n u u u
n n n

 
              

  

 

2 1 2
1

,
2 1 2 2

n n n
u u u u

u u
n n n

 

        
 

, 

звідки  

 
1 2 1 1

2

1 1
ln , 1 2

2 2

n n n n
E u n u u u u

    
        

 
. 

 Тепер доведемо другу нерівність. Нехай 
1

2
u  . Маємо 

2 2
2

2 2 2

n n
nu u u uu u

u u u
n n ne e e

         

  , 

   
2

1 1
1 2 1 2

2

n
n n n nn nu u

u u u u u
n

 
          . 
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Тому 
   

2

2 2
2

n

n n
u u

uu u
ne e e

  
  .  Звідси  

 

2

2
1

ln 2 ,
2

n
u u

u n
ne u u

 

  . 

 Теорема 2.7. Нехай 1 2 , lim n
n

z z z


    ,  і нехай цілі np  такі, що для 

довільного r  

1

,

n
p

n n

nn

r
r z

r





 
   

 
 . 

Тоді добуток  

             
 

12

2 1
1 1

, 1 1 exp
2 1

n

n

p

n p
n n nn n n n n

z z z z z
E p

z z z z p z

 


 

      
         

      

        (2.22) 

збігається у всій площині і задає цілу функцію  F z , яка має нулі в 

точках 1 2, ,z z  і тільки в них.  

 Доведення. Візьмемо 0R  . Нехай z R  і 2nz R  при n N . З 

нерівності (2.20) випливає, що  

ln , 1 2 , ,

n
p

n

n n

z R
E p z R n N

z r

   
      

   

,  

і, отже, ряд ln , 1n

nn N

z
E p

z





 
 

 
  збігається рівномірно в z R , а тому добуток 

, 1n

nn N

z
E p

z





 
 

 
  збігається рівномірно в z R  до аналітичної у z R  

функції, що не дорівнює нулю. Тоді добуток (2.22) також збігається в z R  до 

аналітичної функції  F z , причому ця функція перетворюється в нуль лише в 

точках jz , які лежать у крузі радіуса R . А оскільки R  – довільне число, то 

теорема доведена.  
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 Зауважимо, що можна брати  1np n n  . 

 Теорема 2.8. Нехай  f z  – ціла функція, 1 2, ,z z  – її нулі (причому кожен 

з них виписується стільки разів, скільки показує його кратність), відмінні від 

початку координат. Виберемо цілі np  так, що для довільного r  виконується 

умова 

1

,

n
p

n n

nn

r
r z

r





 
   

 
 . 

Тоді 

 
 

1

; 1
h z

n

nn

z
f z z e E p

z






 
  

 
 , 

де  h z  – ціла функція.  

 Доведення. Утворимо добуток (2.22), нехай він збігається до  F z . 

Позначимо      /H z f z z F z


 , де   – кратність нуля 0z  . Це ціла функція, 

яка ніде не перетворюється у нуль. Звідси    
 

 
 

0

ln ln 0

z
H

h z H z d H
H







    

– ціла функція. Але тоді 

     
 

 
h z

f z z H z F z z e F z
 

  , 

і теорема доведена.  

 Нехай  f z  – ціла функція порядку і 1 2, , , 0mz z z   – її нулі. Нехай далі 

  – показник збіжності послідовності  mz . За теоремою 2.6 маємо   . 

Нехай k  – найменше ціле число, що задовольняє умові 

                                                         
1

1

1

k
m mz






  .                                             (2.23) 

Тоді 

1

1

,

k

m m

mm

r
r z

r





 
   

 
  для довільного r . За теоремою 1.8 отримуємо 
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                              
 

2

2
1

1 exp
2

k
h z

k
m mm m m

z z z z
f z z e

z z z kz






    
      

    
 ,          (2.24) 

де  h z  – многочлен степеня h  . Вираз  

                                
2

2
1

1 exp
2

k

k
m mm m m

z z z z
F z

z z z kz





    
      

    
                     (2.25) 

називається канонічним добутком.  

 Теорема 2.9. Порядок канонічного добутку (2.25) дорівнює  , причому, 

якщо  

                                                           
1

1

m mz






  ,                                              (2.26) 

то   F z  – ціла функція порядку   скінченного типу.  

 Доведення. У (2.25) ціле число k  пов’язане з   співвідношенням 

1k k   . Нехай   – число, що задовольняє умовам 1k     і 

1

1 / m

m

z






  . Таке   можна вибрати як завгодно близько до  , а у випадку 

(2.26) приймемо   . За лемою 2.1 маємо 

 
   

1

2 2 1
, ,

2

k

u u
E u k e e u



   , 

   

2

2 2
2

1
,

2

k

k
u u

u u u
ke e e u

  

   . 

З останньої нерівності випливає, що 

 
     2 ln 1 1

, , ,
2

u u b u
E u k e e b u

 

 
     . 

Отже, для довільного u  маємо  
 

,
b u

E u k e



 . Звідси отримуємо 

                                 
1

exp exp ,

mm

z
F z b a z a

z








 
 

    

  

 .                     (2.27) 

Тому порядок функції  F z  F  . Але   як завгодно близьке до  . Отже, 

F  . А за теоремою 2.6 F  . Тому F  . 
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 У випадку (2.26) приймемо    і тоді з (2.27) видно, що  F z  – ціла 

функція порядку   скінченного типу (те, що вона має порядок   ми вже довели 

раніше). Теорема доведена. 

 Сформулюємо тепер без доведення основну теорему про розвинення цілої 

функції скінченного порядку у нескінченний добуток.  

 Теорема 2.10 (Бореля). Нехай  f z  – ціла функція скінченного порядку 

 , 1 2, ,z z  – її нулі,   – показник збіжності послідовності  mz , k  – найменше 

ціле число, що задовольняє умові 

1
1

1

k
m mz






  . 

Тоді має місце зображення (1.24), причому  max ,h  . 

 Наслідок 2.1. Якщо   – не ціле число, то   . 

  

Контрольні запитання 

 

1. Сформулюйте теорему Ліувілля. 

2. Дайте означення порядку і типу функції. 

3. Наведіть формули для обчислення порядку і типу функції через 

коефіцієнти ряду. 

4. Що називається нулем функції? 

5. Яка функція називається цілою? 

6. Дайте означення максимуму модуля та максимального члена цілої 

функції.  

7. Сформулюйте достатню ознаку збіжності числового добутку. 

8. Сформулюйте достатню ознаку рівномірної збіжності функціонального 

нескінченного добутку в області. 

9. Сформулюйте теорему Бореля про розвинення цілої функції скінченного 

порядку у нескінченний добуток. 
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Приклади розв’язування задач 

 

1. Знайти порядок і тип  функції 2 ln

1

n n n

n

e z






 . 

Маємо  

ln ln 1
lim lim

ln ln 2n n
n n

n n n n

a z n


 

  


, 

 
1

/ 2 ln 2
2 2

lim lim
n n n n

n
n n

n n
a e

e e e








 

   . 

 

2. Розвинути у нескінченний добуток функцію sin z .  

Нулі цієї функції  0,1, 2, , 1, 1, 1k k k       . Добуток множників, 

що відповідають нулям k і k , дорівнює 

2

2 2
1 1 1

z z

k k
z z z

e e
k k k

 

  

   
      

   
. 

Тому  

2

2 2
1

sin 1
Az B

k

z
z ze

k 






 
  

 
 

 . 

З рівності 
2

2 2
1

sin
1

Az B

k

z z
e

z k 






 
  

 
 

  при 0z   маємо 1
B

e  , тобто 0B  . 

Отже,  

2

2 2
1

sin 1
Az

k

z
z ze

k 





 
  

 
 

 . 

Функція sin z  – непарна, тому 
Az Az

e e


  і 
2

1
Az

e   . Звідси 0A  . Отже, 

2

2 2
1

sin 1

k

z
z z

k 





 
  

 
 

 . 
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3. Дослідити збіжність добутку 
1

1
1

2 1
n

n





 
 

 
 . 

Розглянемо відповідний ряд 
1

1

2 1
n

n



 
 . Оскільки 

1 1

2 1 2
n n




, а ряд 
1

1

2
n

n





  

збігається, як нескінченно спадна геометрична прогресія, то звідси і добуток 

буде збіжним. 

4. Дослідити збіжність добутку 

 1

2

1

1
!

n n

n

z

n







 
 

 

 
 
 

 . До відповідного ряду 

 1

2

1
!

n n

n

z

n







  застосуємо ознаку Даламбера:  

1 1
0, 1,

; lim
1 , 1.

n

n n

n
n n

zzu u

u n u z

 

 

 
  

  

 

Отже, ряд і відповідно добуток збігається для 1z  . 

 

Завдання для самостійної роботи 

 

1. Використовуючи формули (2.13), визначити порядки і типи вказаних 

функцій ( n N ): 

а)  
1

0 1
n n

nf z c z c z c


    . Відповідь: 0  ; 

б)    0
n

az
f z e a  . Відповідь: ,n a   ; 

в)  
3n z

f z z e . Відповідь: 1, 3   ; 

г)  
2 2 3z z

f z z e e  . Відповідь: 1, 3   ; 

д)  
3

5 2
3

z z
f z e e  . Відповідь: 3, 2   ; 

е)   cos
z

f z e z . Відповідь: 1, 2   ; 
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є)   cosf z z . Відповідь: 
1

, 1
2

   . 

 

2. Використовуючи формули (2.14), визначити порядки і типи наступних 

функцій:  

а)  
1

n

n

z
f z

n





 
  

 
 . Відповідь: 

1
1,

e
   ; 

б)    

/

1

1
ln 0

n a

n

n

f z n z a
n





 
  

 
 . Відповідь: ,a    ; 

в)    

/

2

1
ln 0

n a

n

n

f z n z a
n





 
  

 
 . Відповідь: , 0a   ; 

г)  
2

0

n n

n

f z e z






  . Відповідь: 0  ; 

д)    
1

1

/ 0
a

n n

n

f z z n a






  . Відповідь: 0  ; 

е)    
2

1

0 1
n n

n

f z z 





   . Відповідь: 0  ; 

є)    
1

/ 0
n n

n

f z z n a






  . Відповідь: 
1

,
2 e


   . 

 

3. Дослідити на збіжність наступні нескінченні добутки:  

а)    2 2

3

4 / 1

n

n n





  . Відповідь: збігається; 

б)   
1

1 1 / 2

n

n n





  . Відповідь: збігається; 

в) 
   

   1

2 1 2 7

2 3 2 5
n

n n

n n





 

 
 . Відповідь: збігається; 
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г) 
1

1

n
n





 . Відповідь: розбігається; 

д)    
2

1

1 / 2

n

n n n





  . Відповідь: збігається; 

е)  
1

1 1 /
p

n

n





 . Відповідь: збігається при 1p  ; 

є) 
1

1 1 /
n

n

n





 . Відповідь: збігається; 

ж) 
2

1

n

n

n





 . Відповідь: збігається. 

4.  Дослідити на абсолютну збіжність: 

      а) 
 

1

1

1
1

n

n
n





 
 

 
 

 . Відповідь: збігається умовно;  

      б) 
 

1

1

1
1

n

n
n





 
 

 
 

 . Відповідь: збігається умовно; 

        в) 
 

1

1

1
1

n

p
n n





 
 

 
 

 .  Відповідь: збігається абсолютно при 1p  , умовно при 

1
1

2
p  ; 

        г) 
 

2

1
1

ln

n

n
n





 
 
 
 

 . Відповідь: збігається умовно; 

        д)   
2

/ 1
n

n

n n





  . Відповідь: розбігається; 

        е) 
 1

1

n

n

n






 . Відповідь: розбігається; 

        є) 
 1

1

n
n

n

n






 . Відповідь: збігається умовно; 
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       ж)  
 

1
1

2

1

1
1 1

n n

n
n






 
  

 
 . Відповідь: збігається умовно. 

5. Знайти області збіжності добутків: 

а)   
1

1
n

n

z





 .   Відповідь: 1z  ; 

б) 
1

1
2

n

n
n

z




 
 

 
 

 .   Відповідь: 2z  ; 

в) 
2

2
1

1

n

z

n





 
 

 
 

 .   Відповідь: z   ; 

г) 

2

1
1 1

n

n

n

z
n






  
      

 .   Відповідь: 1z  ; 

д) 

2

1

1
1 1

n

n

n

z
n





 
 

   
  
 

 .   Відповідь: 
1

z
e

 ; 

е) 
1

cos

n

z

n





 .   Відповідь: z   ; 

є) 
1

sin

n

n z

z n





 .   Відповідь: z   ; 

ж) 
1

1

z

n

n

z
e

n

 



 
 

 
 .   Відповідь: z   . 

6.  Довести справедливість наступних розвинень: 

а)    
22 2

0

cos 1 4 / 2 1

k

z z k





   ; 

б)  2 2 2

1

1 /

k

shz z z k 





  ; 

в)   
22 2

0

1 4 / 2 1

k

chz z k





   ; 

г)  2 2 22

1

1 1 / 4

z

z

k

e ze z k 





   . 
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Розділ ІІІ. Ряди Діріхле 

 

Область збіжності, абсциси збіжності 

 

 Нехай  n  – зростаюча до   послідовність додатних і 0n  , а  na  – 

послідовність комплексних чисел. Ряд 

                                     0

1

expn n

n

F s a a s s it 





                                 (3.1) 

називається рядом Діріхле (або рядом експонент), числа  n  – його 

показниками, а na  – коефіцієнтами. 

 Якщо в ряді Тейлора 

                                                  
0

,
n i

n

n

f z a z z re






  ,                                     (3.2) 

то прийдемо до ряду Діріхле 

                                                    
0

exp
s

n

n

F s f e a sn





                               (3.1 ) 

з показником n n  . Отже, ряд Діріхле є узагальненням ряду Тейлора. Іншим 

прикладом ряду Діріхле є ряд  

                                                  
1 1

exp ln
s

n n

s n s n

 

 

    .                                (3.3) 

Функція  s  називається функцією Рімана і відіграє важливу роль у теорії 

чисел.  

 Для знаходження радіуса R  збіжності ряду (3.2) використовують 

формулу Коші-Адамара 

                                                           
1

lim n
n

n

a
R 

 .                                              (3.4) 

Якщо 0R  , то на кожному компакті з круга  :z z R  ряд (3.2) збіжний 

абсолютно і рівномірно. Звідси випливає, що ряд (3.1 ) збіжний абсолютно і 
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рівномірно на кожному компакті з півплощини  : Re çs s  . З (3.4) випливає, 

що 

1 1 1
lim ln lim lnç n

n n n

a
n n a


 

   . 

Викладене про ряд (3.1 ) не можна автоматично переносити на ряд (3.1) з 

довільними показниками. Загалом, може трапитися так, що ряд (3.1) збігається 

у тій чи іншій півплощині, але не збігається у ній абсолютно. Відповідні 

приклади наведемо нижче, а зараз з метою доведення леми Абеля розглянемо 

перетворення Абеля. 

 Нехай nA  і nB  – довільні величини, а ,n p nC A A n p     . Тоді 

1, ,p p n n nA C A C C n p     і  

   1 1 2 2 1

q

n n p p p p p p p p

n p

A B C B B C C B C C    



        

       1 1 1 1 2 1 1q q q p p p p p p q q qB C C C B B C B B C B B                 

                                             
1

1

q

q q n n n q q

n p

C B B B C B C







    .                            (3.5) 

Формула (1.5) називається перетворенням Абеля і з її допомогою доведемо 

наступну теорему, яка є аналогом добре відомої леми Абеля для степеневих 

рядів.  

 Теорема 3.1. Якщо ряд Діріхле (3.1) збіжний у  точці 0s C , то він 

збіжний у півплощині  0: Re Res s s  і рівномірно збіжний у кожному 

замкненому куті 

                                          0: arg , 0
2

s s s


                                    (3.6) 

 Доведення. Застосовуючи формулу (3.5), одержуємо 

 00 nn n

q q
s ss s

n n

n p n p

a e a e e
  

 

    
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                            0 000 0 1 j jqn n

q qn
s ss ss s s s

j j

n p j p j p

e e a e e a e
  


 

  

     .           (3.7) 

 

Нехай 0 0 0s it  .  Тоді, якщо 0  , то 

   
 

 
1

0 0 1 0

0

n

n n

n

s s s s s s x
e e s s e dx



 






  

     

     
1

0 0 0 10
0

0

n

n n

n

x s s
s s e dx e e



       


 




  

    
  

 . 

 Оскільки ряд (3.1) збігається у точці 0s , то для кожного 0   існує таке 

0n N  таке, що  

 

 

 

при 0n p n  . Тому з (3.7) маємо 

n

q
s

n

n p

a e





     00 0 1

1
0

0

qn n

q

n p

s s
e e e

       


 




 




   
  

  

   0 00

0

p q
s s

e e
     


 

     
  

 0 qe
  




  

                          
   0 00

0

p q
s s

e e
     

 
 

 
 



0

0

1
s s


 

 
  

 

.                       (3.8) 

З оцінки (3.8) негайно випливає, що ряд (3.1) збіжний у кожній точці 

півплощини  0: Re Res s s . Якщо s  належить до кута (3.6), то 

 0 0/ 1 / coss s        , і із (1.8) випливає, що 

1
1

cos

n

q
s

n

n p

a e







 
  

 
 , 

тобто в куті (3.6) рід (3.1) збіжний рівномірно. Теорема 3.1 доведена. 

0 j

n
s

j

j p

a e







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 З теореми 3.1 випливає таке: якщо ряд (1.1) збіжний у точці 0s , то у 

півплощині  0: Re Res s s  його сума  F s  є аналітичною функцією. 

З цієї теореми випливає, що ряд (3.1) або збіжний скрізь у C , або 

розбіжний скрізь у C , або він збіжний у деякій півплощині  : Re çs s   і 

розбіжний у півплощині  : Re çs s  . В останньому випадку число ç  

називається абсцисою збіжності ряду (3.1), півплощина  : Re çs s   – 

півплощиною збіжності, пряма  : Re çs s   – прямою збіжності. Якщо ряд 

Діріхле збіжний у C , то вважаємо ç   , якщо ж він ніде не збіжний, то 

вважаємо ç   . 

Припустимо, що ряд (3.1) у точці 0s C  збіжний абсолютно, тобто  

0

0 0

1

, Ren

n

n

a e s
 







   . 

Тоді, якщо Re as  , то 0n n
s

n na e a e
  

  і, отже, ряд (3.1) збіжний абсолютно і 

рівномірно у півплощині  0: Res s  . Звідси випливає, що ряд (3.1) збіжний 

абсолютно скрізь у C , або в жодній точці з C  він не є абсолютно збіжним, або 

існує число a R   таке, що він збіжний абсолютно у півплощині 

 : Re as s  , і не є абсолютно збіжним у кожній точці півплощини 

 : Re as s  . Це число a  називається абсцисою абсолютної збіжності ряду 

(3.1). Якщо ряд Діріхле абсолютно збіжний у C , то вважаємо a   , а якщо 

він ніде не є абсолютно збіжним, то вважаємо a   . 

 Як зазначалось вище, не завжди a  ç . Наприклад, для ряду 

                                                            
1

1 1 exp ln
n

n

s n





                                     (3.9) 

маємо  a  1 і ç =0. Є ряди Діріхле, для яких a    і ç   . Таким є ряд  

                                                        
3

1
1 1 exp ln ln

n

n

s n
n





  .                           (3.10) 
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 Справді, нехай 0s   . Тоді    
1

exp ln ln 0n n
n

    . Щоб 

застосувати ознаку Лейбніца, досить показати, що для усіх достатньо великих 

n  правильна нерівність  

 

 

    
1 1

exp ln ln exp ln ln 1
1

n n
n n

  


, 

а це так, бо 

  
 1 (1)

ln ln ln ln 1 ,
2 ln ln ln

o
n n n

n n n





     , 

   
1

ln ln 1 1 (1) ,n n o n
n

      . 

Отже, ряд (1.10) збіжний у кожній точці 0s    і за теоремою 1.1 він збіжний 

скрізь у C . Проте  

 
3

1
exp ln ln

n

n
n







   

для кожного R  , тобто a   . 

 Зауважимо, що завжди à ç  . Якщо a   , то для довільного 0   у 

кожній півплощині  : Re as s     ряд (1.1) збіжний рівномірно. Верхню 

межу чисел   таких, що ряд (1.1) у півплощині  : Res s   збіжний 

рівномірно, назвемо абсцисою рівномірної збіжності ð . Тоді 

à ð ç    . 

 Перейдемо до знаходження абсцис збіжності. Позначимо  

                                          0

ln1 1
lim ln lim

def
n

n nn n n

a

a


  


  ,                             (3.11) 

а для 0   і R   нехай  

                                           
 1 ln

, lim
ln

def
n n

n

a
h

n

 
 



 
 .                              (3.12) 
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Теорема 3.2. Для кожного ряду Діріхле (1.1) 0,à ç à     . Якщо 

 , 1h    , то à ç     і 0à    . 

Доведення. Нерівність à ç   очевидна. Припустимо 0   . Тоді для 

кожного 0   існує зростаюча послідовність  kn  натуральних чисел така, що 

 exp
k k

n na   , 

тобто 

    exp exp 1
k k k

n n na         

для усіх   . Звідси, завдяки довільності  , випливає, що ряд (1.1) збіжний у 

кожній точці 0s    , і отже, 0à  . Для 0    ця нерівність очевидна. 

 Якщо 0   , то для кожного 0     маємо  

1 1
lim ln

n n na

 

 


 , 

тобто 

1 1
ln ln 0n n n

n n

a
a

   
 

  

  
     

 

 

для усіх досить великих n . Тому для таких n  виконується   

    exp exp 1 ln lnn n n n n na a a
 

    


  
        

  

 

                      
 

   
1 ln

exp ln exp , ln
ln

n na
n h n

n

 
  

  
     

 

           (3.13) 

для кожного    0; , 1h     і всіх  0n n  . Оскільки  , 1h     , то 

звідси випливає, що ряд (1.1) абсолютно збіжний у точці s  , тобто 

0à    . Для 0    ця нерівність очевидна. 

 Нехай, нарешті, ç    і  ; ç   . Оскільки ряд (1.1) збіжний у точці 

 , то існує 0M   таке, що для усіх 0n   

 expn na M  , 



85 

 

тобто  

       
1

exp exp expn n n n n na a a
 

    


     

 
   

1 ln
exp ln exp , ln

ln

n na
M n h n

n

  
  

  
     

 

 

 для  кожного   0; , 1h     і всіх  0n n  . Звідси, як із (1.13), випливає, 

що a    , а завдяки довільності  , à ç    . Для ç    ця 

нерівність очевидна. Теорема 1.2 повністю доведена.  

 Позначимо 

                                                         0

1
lim ln

def

n
n

n


 .                                          (3.14) 

 Наслідок 3.1. Для кожного ряду Діріхле (1.1) 0à ç à       і 

0 0à à      . 

 Справді, нехай у теоремі 1.3 1    і 0 , 0      . Тоді 

 
 0 0

0

, lim 1
ln

n

n

h
n

    
 



 
    

і, отже, правильні оцінки  0 0à       і 0à ç      , тобто завдяки 

довільності   маємо 0 0à     і 0à ç    . 

 Приклади рядів (1.9) і (1.10) свідчать, що зазначені оцінки точні. Для 

першого з цих рядів 0 01, 0, 1ç à        , а для другого 

0 0 ,ç à         . 

 Наслідок 3.2. Якщо 

0

ln
lim 0

ln

n

n

a
h

n

  , 

то   0 0 01 /à h h    і  0 01 /à ç h h   . 

 Справді, нехай у теоремі 1.3 00, 1 1 / h      . Тоді  
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  0

0

ln1
, lim 1 1

ln

n

n

a
h h

h n
   



 
     

 

 

і, отже,   01 1 /à çh      і  0 01 1 /à h     , звідки завдяки довільності 

  отримуємо потрібні нерівності. 

 Приклад ряду  

   
3

1 1 exp ln
n

n

n s n





   

свідчить про точність згаданих у наслідку 2 оцінок, де 

0 01, 1, 2ç àh         . 

Наслідок 3.3. Якщо 

 
 0

ln
lim 0;1

ln 1 /n
n

n
h

a

  , 

то   01à ç h    і  0 01à h   . 

 Справді, якщо в теоремі 1.3 візьмемо 0    і 0 01 , 0 1h h        , то  

 
   0 0

0

ln 1 /
, lim 1

ln

n

n

h a h
h

n h

 
 



 
    

і, отже,   01à ç h      і  0 01à h     , звідки завдяки довільності   

отримуємо потрібні нерівності. 

 Приклад ряду 

   
2

3

1
1 1 exp ln

n

n

s n
n





   

свідчить про точність зазначених у наслідку 2 оцінок. Тут  

0 01 / 2, 2, 1ç ah       . 

 Використовуючи наслідки 3.1 – 3.3, доведемо таку теорему. 

 Теорема 3.3. Нехай або 0 0  , або  ln ln ,nn o a n   . Тоді 

0à ç    . 
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 Доведення. Якщо 0 0  , то висновок теореми випливає з наслідку 3.1. 

Якщо ж  ln ln ,nn o a n   , то або 1)  ln / lnna n n    , або 

2)  ln 1 / / lnna n n    , або      n n na a a  , де  na   задовольняє 

умову 1), а  na   задовольняє умову 2). У перших двох випадках правильність 

теореми випливає з наслідків 2 і 3. У третьому випадку запишемо ряд (1.1) у 

вигляді суми 

                                                              0

1 1

n n
s s

n n

n n

a a e a e
 

 
 

 

    ,                                     (3.15) 

де показники n   і n   відповідають коефіцієнтам na   і na  . За наслідками 2 і 3 

0ç à      
1 1

lim ln
n n na  

,     0ç à      
1 1

lim ln
n n na  

, 

де  ,ç à    і ,ç à    – абсциси збіжності та абсолютної збіжності відповідних 

рядів з (1.15). Зауважимо також, що 

 min ,à a a    , а  min ,ç ç ç    . 

Звідси випливає, що 

   0 0 0 0min , min ,a a a a              

і  

 min ,ç a a a ç        . 

Теорема 1.3 повністю доведена. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



88 

 

 

 

 

 

Аналоги нерівності Коші 

 

 Якщо функція f  задана степеневим рядом (3.2) і аналітична в крузі 

 :z z R , то, як відомо із загального курсу комплексного аналізу, 

 
n

n fa r M r  для усіх 0n   і 0 r R  ,     max :fM r f z z r  . 

Узагальнимо цю нерівність на ряди Діріхле. 

 Нехай ряд Діріхле (3.1) має абсцису абсолютної збіжності  ;a    . 

Для a   позначимо  

      , sup :M M F F it t R      . 

 Теорема 3.4. Для усіх n Z   і a   правильна нерівність  

   exp ,n na M F  . 

 

 Доведення. Зазначена нерівність легко випливає з такої правильної для 

усіх n Z   і a   рівності: 

                                         
1

limn n

T

it

n
T

T

a e F it e dt
T

 







  .                           (3.16) 

Доведемо цю рівність. Маємо 

 
 1

2

n

T
it

T

F it e dt
T

 


 



 
   

0

1

2

m n

T
it it

m

mT

a e e dt
T

   


  





     
1

0 1

1

2

m n m n

T n
it it

m n m

m m nT

a e dt a a e dt
T

     
 

   

  

  
   

  
  . 

Останній ряд є рівномірно збіжний щодо t R , його можна почленно 

інтегрувати і тому, використовуючи співвідношення 
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     
1 1

0, , 0
2

T
x it ixT ixT

T

e dt e e T x
T ixT

  



      , 

одержуємо  

 
 1

lim
2

n

T
i it

n
T

T

F it e dt a
T

 


 

 


  , 

тобто приходимо до рівності (3.16). 

 З метою модифікації наведеної у теорему 3.4 нерівності Коші позначимо 

      , sup Re : ,B B F F it t R           a  . 

 Теорема 3.5. Для усіх n N  і a   правильна нерівність 

    0exp 2 , 2 Ren na B F a   . 

 Доведення. Розглянемо ряд Діріхле  

   1 0 0

1 0

n n
s s

n n

n n

F s B a a e b e
 



 

 

     , 

де 0   – довільне число, 0 a  . Тоді для кожного a   

n

nb e


  1

1
lim

2

n

T

it

T
T

F it e dt
T






 


   

 
1

lim
2

n

T

it

T
T

P it e dt
T






 


   
1

lim
2

n

T

it

T
T

i Q it e dt
T






 


  , 

де 1ReP F  і 1ImQ F . З іншого боку, для 1n   і a   

 

 
1

lim
2

n

T

it

T
T

P it e dt
T






 


  
1

lim
2

n

T

it

T
T

i Q it e dt
T






 


  = 

 

0

1
lim

2

n kk

T T
it

k
T

kT

b e e dt
T

  

 


   

 

    
0

1
lim 0n k n kk

iT iT

k
T

n kk

b e e e
iT

   

 


 

 


  


 , 

звідки 
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   
1 1

lim lim 0
2 2

n n

T T

it it

T T
T T

P it e dt i Q it e dt
T T

 
 

 

   
 

     . 

Тому для усіх a   

 
1

2 lim
2

n n

T

it

n
T

T

b e P it e dt
T

 




 


  . 

Оскільки    0 0Re ,F it B F   , то  0 0P it   . Тому 

 0

0

1
2 lim

2

n

T

n
T

T

b e P it dt
T

 


 


    

    0 0 0 0 02 Re 2 Re , 2 , 2 Reb B F a B F a      , 

отримали потрібну нерівність. 

 Повернемось до ряду (3.2). Позначимо 

      max Re : 0; 2 , 0
i

fB r f re r R


     . 

Прийнявши, що 
s

z e  (отже, r e


 ), з теореми 3.5 легко одержуємо нерівність  

    02 Re 1, 0
n

n fa r B r a n r R     . 

 

Теорема про три прямі  

 

Спочатку доведемо одну теорему типу Фрагмена-Ліндельофа  

Теорема 3.6. Якщо функція F  аналітична й обмежена в замкненій смузі 

 1 2: Res s   , а на прямих  : Re , 1, 2js s j   виконуються нерівності 

   0;jF it G     , то  F s G  для усіх 1 2, Res s   .  

Доведення. Розглянемо аналітичну в цій смузі функцію 

   
2

, 0
s

g s F s e


  . Тоді  

                            2 2 2 2
exp 2 expg s F s t it F s t         ,        (3.17) 

звідки випливає, що на прямих     : Re 1, 2js s j   виконується  
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       2 2
0exp expjg s G G     ,      2 2 2

0 1 2max ;   . 

З (3.17) та обмеженості функції F  випливає, що  

    2
expg s O t   

при s    у смузі  1 2: Res s   . Тому існує число 0 0t   таке, що при 

0 0t t   і 1 2     правильна нерівність 

                                                    2
exp jg it G   .                                      (3.18) 

Ця нерівність правильна на краю прямокутника  0 1 2: ,s it t t         і, 

отже, в цьому прямокутнику, а з тим в усій смузі  1 2: Res s   . З (3.17) і 

(3.18) для кожного s  з цієї смуги отримуємо 

   
   2 2 2 2 2

0
t t

F s g s e Ge
      

  , 

звідки, завдяки довільності  , одержуємо нерівність  F s G  для кожного 

1 2, Res s   . Теорема 3.6 доведена.  

 Теорема 1.7 називається теоремою про три прямі і є узагальненням 

теореми Адамара про три круги для цілих функцій. 

 Теорема 3.7. Нехай 1 2 3    .  Якщо F   аналітична в смузі 

 1 3: Res s   , обмежена в ній і не дорівнює нулю, то 

                                  2 13 1 3 2

2 1 3 , ,M M M M M F
    

    
 

  . (3.19)     

 Доведення. Нехай R  . Тоді функція    
s

s e F s


   аналітична й 

обмежена в смузі  1 3: Res s   . На краю смуги виконуються нерівності  

    , 1,3j

js M e j


   . 

Тому за теоремою 3.6 для 1 3Re s    

 s      31

1 3m ax ,e M e M


  , 

тобто 
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      32 1

2 1 3max ,e M e M e M
 

   . 

Виберемо тепер   так, щоб  

   31

1 3e M e M


  , 

тобто   

 

 

1

3 1 3

1
ln

M

M




  



. 

Тоді з останньої нерівності отримуємо 

 

 

 

 
 

 

 

 

2 3 1 2 3 1
/ /

1 1
2 1

3 3

M M
M M

M M

     
 

 
 

 
   

      
   

, 

Звідки легко одержуємо нерівність (3.19). 

 Наслідок 3.4. Нехай ряд Діріхле (3.1) має абсцису збіжності  ;
a

    . 

Тоді функція  ln ,M F  є опуклою на  ; a , отже, неперервною і має 

неперервну неспадну похідну за винятком, можливо, зліченної кількості точок, 

у яких існують однобічні похідні, причому лівобічна похідна не перевищує 

правобічну. 

 Справді, оскільки ряд (3.1) збіжний абсолютно в  : Re as s  , то його 

сума F  є аналітичною й обмеженою у кожній вертикальній смузі з цієї 

півплощини, і за теоремою 3.7 для кожної трійки 1 2 3 a         

правильна нерівність (3.19), з якої випливає нерівність 

           3 1 2 3 2 1 2 1 3ln ln lnM M M             , 

тобто   ln ,M F  – опукла функція. Решта висновків наслідку випливають з 

опуклості. 

 З теореми 3.7, використовуючи заміну 
s

z e  (отже, r e


 ), легко 

отримуємо правильність такого твердження.  

 Наслідок 3.5 (теорема Адамара про три круги). Нехай степеневий ряд 

(3.2) має радіус збіжності   0;R   . Тоді для 1 2 30 r r r R     

      2 13 1 3 2
ln lnln ln ln ln

2 1 3

r rr r r r

f f fM r M r M r
 

 . 
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Звідси випливає, що функція  ln
f

M r  є опуклою щодо логарифма (логарифмічно 

опуклою). 

  

 

  

Максимальний член і центральний індекс 

 

Нехай ряд Діріхле (3.1) має абсцису збіжності  ;a    . Тоді при 

кожному a   маємо    exp 0n na n    , і тому існує максимальний 

член 

      , max exp : 0n nF a n        

ряду (3.1). Величина 

        , max : expn nF n a          

називається центральним індексом ряду (3.1), а   
   – його центральним 

показником. Очевидно, що функція     і   
  є кусково сталі і неперервні 

праворуч на  ; a , причому     набирає цілочисельних значень.  

 Зауваження. З означення видно, що максимальний член і центральний 

індекс можна означити для будь-якої послідовності   expn na  , яка прямує 

до 0 при n    для кожного , Res s A , де A  – деяке число з  ;  . Ця 

послідовність необов’язково є послідовністю членів абсолютно збіжного ряду 

Діріхле.  

 Нехай 0h   – довільне число. Тоді  

               exp exp
h h

h a h a h
       

     
 

       

            exp exp expa h h
       

      , 

тобто 
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                                                   ln lnh h
 

       .                               (3.20) 

Аналогічно 

           exp exp
h h

a a
       

   
 

    

              exp exp exp
h h h h

a h h h h
       

     
   

      , 

тобто  

                                                ln ln
h

h h
 

    


   .                               (3.21) 

З (3.20) і (3.21) отримуємо 

        

1
ln ln

h
h

h
   
     


    . 

Звідси випливає, що функції    ,
 

    і  ln    є неспадними. Наші 

міркування правильні, якщо 0h  . Тому, якщо  1 2,   – проміжок сталості 

функції    , то при 0h   одержуємо 

 
 

lnd

d
 

 



 . 

 Оскільки на кожному скінченному проміжку функція   
  має скінченну 

кількість точок розриву, то ми приходимо до рівності 

                                                   

0

0ln ln
t

dt







                                       (3.22) 

для всіх 0 a       . З (3.22) випливає опуклість функції  ln   . 

 Припустимо, що степеневий ряд  
0

,
n i

n

n

f z a z z re






   має радіус 

збіжності  0;R   . Тоді для кожного  0;r R  існує максимальний член 

   m ax : 0
n

f nr a r n    цього ряду. Величина     m ax :
n

f n fr n a r r    

називається центральним індексом ряду (3.2). Якщо зробимо заміну
s

z e  
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(отже, r e


 ), то, враховуючи правильну в цьому випадку рівність 

    
   , з (3.22) легко отримаємо рівність 

   
 

0

0 0ln ln , 0

r

f f

r

t
r r dt r r R

t


      . 

 Позначимо  

 
1

1

ln lnn n
n n

n n

a a
F 

 






 


. 

Теорема 3.8. Якщо послідовність  n  неспадна, то 

   expn n n na     для усіх n . Якщо, крім того, 1n n    для деякого 1n  , 

то   n    і    expn na    для усіх  1 ,n n    і цього n . 

Доведення. Нехай послідовність  n  неспадна. Тоді, якщо j n , то 

    
1

1exp exp ln ln

n

j n j n m m n j

m j

a a a a   







  
    

  

  

    
1

1exp exp

n

n m m m n j n n n

m j

a a      







  
    

  

 , 

а якщо j n , то 

    
1

1exp exp ln ln

j

j n j n m m n j

m n

a a a a   







  
    

  

  

    
1

1exp exp

j

n m m m n j n n n

m n

a a      







  
     

  

 , 

тобто    expn n n na    . 

 Якщо ж 1n n    для деякого n  і  1 ,n n   , то аналогічно для j n  

отримуємо  

 
 

  
exp

exp ln ln
exp

j j

j n n j

n n

a
a a

a


  


      
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         1 1exp exp 1n n j n j n n j                   , 

а для j n  виконується 

 
 

exp

exp

j j

n n

a

a




     exp 1n j n j n          . 

Отже,   n    і    expn na    для усіх  1 ,n n   . 

 Геометричну інтерпретацію максимального члена і центрального  індексу 

ми подамо, використовуючи діаграму Ньютона. Побудуємо цю діаграму 

спочатку для простого випадку, коли ряд Діріхле зводиться до 

експоненціального полінома  

   0

1

exp , 0

N

n n n

n

P s a a s a



   . 

 На площині XOY  відзначимо точки  , lnn n nP a  . З точки 0P  

проведемо вертикально вниз промінь і будемо обертати його навколо точки 0P  

(проти годинникової стрілки) доти, доки він не торкнеться точки з  
1n n

P


. На 

кінцевому розміщенні променя може лежати декілька таких точок. 

Найвіддаленішу  від 0P  з них позначимо через 
1

nP , а відрізок 
1

0 ; nP P 
 

 

позначимо через 1l . Тепер з точки 
1

nP  у напрямі 1l  проводимо знову промінь, 

обертаємо його навколо 
1

nP  до дотику з точкою з  
1

n n n
P


 і найвіддаленішу від 

1
nP точку з кінцевого розміщення цього променя позначимо через 

2
nP , а через 2l  

позначимо відрізок 
1 2

;n nP P 
 

. Такий процес скінченний і ми перейдемо до 

відрізка ;
k

k n Nl P P 
 

. Нарешті, з точки NP  проведемо вертикально уверх 

промінь 1kl  . У результаті ми отримаємо опуклу ламану L , ланками якої є 

відрізки , 1jl j k  , і промінь 1kl  . Вона називається діаграмою Ньютона і має 

таку властивість, що жодна з точок nP  не лежить під нею. 
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 Перейдемо до побудови діаграми Ньютона для ряду Діріхле. Серед 

коефіцієнтів na  можуть трапитися такі, які дорівнюють нулю, але вважаємо, що 

він не зводиться до експоненціального полінома. Фактично, як видно із 

зауваження, ми будуємо діаграму Ньютона для функціональної послідовності 

  expn na s . Вважаємо, що 0 0a  . 

 Нехай 0  визначене рівністю (3.14) і  0 ;    . За теоремою 3.3 

0 a  . Через n  позначимо кут між променями 
ln n

n

a
y x




  і 0, 0y x  . 

Тоді з (3.14) отримуємо 

0lim n
n

arctg 


 . 

 Як і вище, нехай  , lnn n nP a   (у випадку, коли 0na  , вважаємо, що 

ln na   ), а промінь l   з початком у 0P  обертається з вертикального вниз 

розміщення проти годинникової стрілки доти, доки не виникне одна з трьох 

ситуацій: 

1) промінь l   торкнеться якої-небудь точки з  
1n n

P


, на ньому лежить 

скінченна кількість точок nP , а всі решта лежать вище l  ; 

2) на промені l   лежить нескінченна кількість точок з  
1n n

P


, а під ним 

немає таких точок; 

3) на l   немає точок з  
1n n

P


, але при подальшому обертанні під l   

опиниться нескінченна кількість таких точок. 

 У випадках 2) і 3) процес побудови діаграми Ньютона завершуємо і це 

кінцеве розміщення променя l   позначаємо через L . Зрозуміло, що кут нахилу 

L  дорівнює 0arctg  . 

 У першому випадку найвіддаленішу від 0P  точку nP  з кінцевого 

розміщення l   позначимо через 
1

nP , і нехай 
1

1 0 ; nl P P 
 

. З точки 
1

nP як 

продовження 1l  проведемо промінь l   і знову будемо обертати його навколо 
1

nP  
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доти, доки не виникне одна з описаних вище ситуацій. У двох останніх процес 

завершуємо і через L  позначаємо ламану, що складається з 1l  і кінцевого 

розміщення променя l  . У першій ситуації найвіддаленішу від 
1

nP  точку 

1,nP n n , з кінцевого розміщення l   позначимо через 
2

nP , і нехай 
1 2

2 ;n nl P P 
 

. 

 Продовжуючи цей процес, ми побудуємо опуклу ламану L , яка або 

складатиметься з нескінченної кількості ребер nl  таких,  що кут n  між nl  і 

променем  0 0y x   зростає до 0arctg   із зростанням n , або складається з 

скінченної кількості ребер nl  і променя 
*

l , який утворює з променем 

 0 0y x   кут 0arctg  . 

 Нехай  y L x  – рівняння цієї діаграми Ньютона L . Тоді ряд Діріхле  

                                                0

1

expì í n n

n

F s a L s 





                           (3.23) 

називається мажорантою Ньютона ряду Діріхле. Ряд (3.11) може бути 

формальним. З побудови видно, що  ln , 0n na L n    і 

 ln , 0
j j

n na L j   . 

 Припустимо спочатку, що діаграма Ньютона складається з скінченної 

кількості ребер і проведемо пряму l  з кутовим коефіцієнтом 0   так, щоб 

вона торкалась ламаної L , але її не перетинала. Ця пряма l  може мати 

спільними з L  або одну точку P  або відрізок      ; , ,kP P k k      . 

Покажемо, що     є центральним індексом ряду Діріхле і ряду (3.23). 

Справді, якщо   m   , то 

 

 

    

 

ln ln mm

m m

L La a
  

   

 


   



 
 

, 

звідки випливає нерівність  

                                                 exp expm ma a
   

  ,                           (3.24) 
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ж така нерівність виконується для мажоранти Ньютона. Якщо   m   , то 

 

 

    

 

ln ln mm

m m

L La a
  

   

 


   



 
 

, 

звідки знову випливає (3.24) і відповідний аналог для мажоранти Ньютона. З 

цих нерівностей видно, що член 
    expa

   
  є максимальним у ряді 

Діріхле, а член 
     exp L

   
   є максимальним у ряді (3.23). Але  

    ln a L
   

  . Тому ряд (3.1) і (3.24) мають одні і ті ж максимальні члени 

та центральні індекси.  

 Оскільки рівняння прямої l  з кутовим коефіцієнтом  , що проходить 

через точку  P
 

, має вигляд  

    
lny x a

   
    , 

то, підставляючи сюди 0x  , бачимо, що  ln    є відстань від точки 

перетину  l  з віссю 0x   до 0. 

 Розглянемо випадок, коли в діаграму Ньютона входить промінь  ,NP   з 

кутовим коефіцієнтом 0 . Його рівняння має вигляд  0 0ln N Ny x a     . 

Тому     0ln lnn n N N na L a         для усіх n N . Звідси випливає, що 

для усіх  0a     і всіх n N  

      0 0 0exp exp expn n N n N N Na a a           , 

тобто максимальний член є обмеженою функцією. 

 Про центральний індекс таке сказати не можна. Для ряду 

 
0

exp

n

sn





  

одержуємо  0 0, 1a       і   0    для усіх 0  , а для ряду  
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1

1
1 exp

n

sn
n





 
   

 
  

маємо   0 0, 1a       для усіх 0  , але 

     
1

1 0O  


     . 

 Справді, функція  
1

, 1g x x x
x

    , досягає свого максимуму в точці 

  1 /x   , а     1x    . 

 

 

Оцінки максимуму модуля через максимальний член 

 

 З нерівності Коші (теорема 3.4) випливає, що     , ,F M F   . Тому 

нам потрібні оцінки  ,M F  через  , F   зверху. 

 Теорема 3.9. Нехай , 0a A    – довільне число, а  1A   , коли 

A   , і 0   – довільне число, коли A   . Якщо  , 1h     (див. 3.15), то 

для усіх  0 ; A   

                                            ,M K K const


 

 


 
  

 

.                           (3.25) 

 Доведення. Можемо вважати, що всі 0na  , і для 1n   позначимо  

1 1
lnn

n n

r
a

 . 

Тоді за теоремою 3.3 0lim n
n

r A


  . Приймемо  q x x   , якщо 

x A   , і  q x A A    , якщо x A  у випадку A   . Тоді 

 
1 A

q A
  


 

  
    

для усіх   ; A    і 
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   
0

, expn n

n

M F a 





   

                              

   

 
1 1

0exp

n n n

n n

r q q r A r A

a a

 


 

   

 
    
 
 

   .                (3.26) 

(якщо A   , то третього доданка у (3.26) немає). 

 Якщо  

 
1

nr q
 




 
  , то 

 exp exp lnn

n n n ne a a



  
  



  
     

  

 

     exp expn n n nr q r

 
   

     
 

    
     

   

. 

Якщо ж  
1

nq r A


  , то     exp expn n nq r  . Нарешті, якщо A   , то 

         exp exp exp expn n n n nA q A q r      . Тому з нерівності (3.26) 

отримуємо 

 ,M F


 

 


 
  

 
  

 
1

exp

n

n n n

r q

a q r








  

  
 

  
1

0exp exp

n n

n n n n n n

q r A r A

a q r a q r a



 


  

   . 

Завдяки умові  , 1h    , 

  
1 1

1
exp exp lnn n n n n

n nn n

a q r a


 
 

 

 

   
   

   
   

   
 

1 1

1 ln
exp 1 ln exp ln

ln

n n
n n

n n

a
a n

n

 
 

 

 

  
        

 
  . 

Теорема 3.8. доведена. 
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 Наслідок 3.6. Якщо a    і 0

ln
lim

n
n

n




   , то для кожного 0   і 

всіх  0    

                                                        0M        .                                    (3.27) 

 Справді, візьмемо 0 / 2     і 1  .  Тоді за теоремою 3.9,  

                                           0 , 0
2

M K K const


   
 

     
 

                  (3.28) 

для усіх  1   . Але  

     

0

0

0 0

/ 2

ln ln
2 2

t
dt K

  

  

  

 
        

 

 

 
        

 
  

для усіх  2   , тому з (3.28) отримуємо (3.27). 

  

Наслідок 3.7. Якщо a    і 

                                                        0

ln
lim 1

lnn
n

n
h

a

 


,                                      (3.29) 

то для кожного  00,1 h     і всіх  0    

                                                  
0

1

01

h

M
h


 




 

  
  

.                                   (3.30) 

 Справді, якщо виберемо 0   і 01 h    , то за теоремою 3.2 

   
0

1

0

, 0
1

h

M K K K const
h




  


 
 

    
  

. 

 Оскільки           для цілих рядів Діріхле, то звідси 

випливає (3.30). 

 Наслідок 3.8. Нехай  ,a        і    ln , F     для усіх 

R  . Нехай функція   – обернена до  , а функція   – асоційована з   за 

Ньютоном. Якщо  



103 

 

                                                     
  

0

ln
lim 1

n
n n

n


  

 


,                               (3.31) 

то для кожного  00;1     і всіх  0    

                                                       
0

1

01
M




 
 


 

  
  

.                             (3.32)          

Справді,    ln n n na       і з 3.31 випливає (3.29) з 0 0h  . Тому з (3.30) 

випливає (3.32).  

 Розглянемо випадок, коли 0a   (загальний випадок a R  зводиться до 

випадку 0a   заміною s  на as  ). У цьому випадку максимальний член 

може бути обмеженою на  ; 0  функцією. 

 Для того, щоб  , F K    для усіх 0  , необхідно і достатньо, щоб 

na K  для всіх 0n  . Справді, якщо  , F K   , то  expn na K    для 

усіх 0   і 0n  . Спрямовуючи тут 0  , отримуємо na K . Навпаки, якщо 

na K , то  expn na K   для усіх 0   і 0n  , тобто  , F K   . 

 У випадку, коли na K  для всіх 0n  , оцінка  , F K    є такою: 

     
0 0

, exp expn n n

n n

M F a K  

 

 

    

і залежить тільки від щільності показників. Тому вважатимемо, що 

                                                    lim n
n

a


  .                                                (3.33) 

 З іншого боку, якщо 0a  , то в теоремі 3.9 можемо брати тільки 0  , і 

тому, якщо 0   – довільне число і  

                                             
 

 
1 ln

lim , 0 1
ln

n

n

a
h

n







  ,                                 (3.34)        

то для усіх 0         

                                     , , 0M F K K const




 


 
   

 

.                         (3.35) 
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Якщо ж 0 1  , то (3.34) може виконуватись тільки тоді, коли  

ln 1
lim

ln 1

n

n

a

n 

 


, 

 а це можливо з огляду (3.33). Умова (3.34) не може виконуватися і у випадку 

1  . Тому залишається випадок 1  . Щоб виконувалась умова (3.34), 

потрібно, щоб 

                                                      
0

ln 1
lim 0

ln

n

n

a

n h

  .                                        (3.36) 

 Наслідок 3.9. Якщо 0a   і виконується умова (3.36), то для кожного 

0   і всіх   0 , 0    

                                                   
0

1

01

h

M
h




 


 
 

  
  

.                              (3.37) 

 Справді, якщо візьмемо 01 / 2h   , то з (3.36) матимемо  , 0 1h   , 

тобто виконується (3.34) і, отже, (3.35) з 01 / 2h    . Оскільки завдяки 

(3.33)    , 0F     , то з (3.35) випливає (3.37). 

 Теорема 3.10. Нехай 0a  , а послідовність  n  задовольняє умову 

                                                
 

0

ln
lim

n
n n

n
h

  

   ,                                        (3.38) 

де    – додатна неперервна спадна до 0 на  0;  функція така, що функція 

   t t t     . Тоді для кожного 0   існує стала   0K    така, що для 

усіх 0   

                 
   

 
1

2 2
0

exp
1 1 1

M K

h

   
   

   



   
                 

   

.        (3.39)       

 Доведення. Нехай   1
n

t
n t

 
   – лічильна функція послідовності  n . 

Тоді умова (3.38) рівносильна умові 
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 

 
0

ln
lim

t

n t
h

t t

    

і, отже, для кожного  0   при  0 0t t t    правильна нерівність 

   ln n t ht t , де 2
0h h   . Переходячи до інтеграла Стільтьєса та 

інтегруючи частинами, одержуємо 

 

0

exp
1

exp
1

1 1

n n

n

n

a
M




  


  
 

 





 
    

   
     

   
    

  

   
0 0 0

exp exp exp
1 1 1 1

n

n

t dn t n t t dt
       


   

 



     
           

        
    

                                        

0

1exp ,
1 1

t

t h t dt K
   

 
 


   

     
    

                    (3.40) 

де  1 0K const   . Оскільки функція 1

  спадна на   0; 0    

1
x


   при 

0x  , то  

 
 

 1

2
, 0

1

t

h

 
  




 
    
  

, 

так, що   0t t   при  0   . Звідси завдяки неспаданню   t t  

 

 

  
 

       
0 0

exp exp exp
1

t t

t t

t h t dt th t dt t ht t

 
 

     


   
      

   
   

                            
     

1 1

2 2 2
exp

1 1 1h h h

     
 

  

 
    
 

     
          

,                  (3.41) 

а 

 
 

 
 

  
 

exp exp
1 1

t t

t h t dt t h t dt

 

   
  

 

          
           

          
   
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  

   

 

 
2 22 2

2 2 2 2

1 1
exp exp

1 1t

t
t dt



     

    

        
       

       

 .      (3.42) 

З нерівностей (3.40)-(3.41) при  0    одержуємо 

 

1

M 







 
 

 

     
 

1 1

12 2 2

1
exp

1 1 1 1

K

h h h

        
  

   

 
      

      
           

, 

звідки, завдяки тому, що    x x x     , тобто    1
0   


   , 

отримуємо (3.39) з сталою    1

1
K K


 




  . 

 Теорема 3.11. Нехай  0, 0a      і    ln , F     для усіх 0  . 

Тоді, якщо  

                                                
  

0

ln
lim

n
n n

n


  

  


,                               (3.43) 

то для кожного 0   існує стала  K   така, що для усіх 0   

             
10

0 0

exp
1 1

M K
  

    
   


    

              

. 

 Доведення. Маємо, що   ln , 0n n na n      , а з (3.43) випливає, що 

    0ln / / 2n n n        при  0n n   і       0ln n t t      при 

 0t t  . Тому, якщо виберемо 

   1

0

0
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
  

 


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           

, 

то при   0    матимемо 
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             
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exp
1 1

K


    
   


    

               

, 

тобто отримуємо (3.44) з деякою сталою     1K K  . 

 

 

 

Зростання цілих рядів Діріхле 

 

 Найуживанішими характеристиками зростання цілих рядів Діріхле є R - 

порядок  

 
1

lim ln ln ,R M F


 


 , 

і R -тип (за умови 0 R   ) 

   lim exp ln ,R RT M F


  
 

  . 

Теорема 3.12. Якщо або  ln lnn nn o   , або 
1

ln ln

n

n o
a

 
   

 

 при n   , 

то 
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n n
R

na

 







,                                        (3.45)        

а якщо  ln nn o   при n   , то 

                                                       
/

lim R nn
R n

R

T a
e

 







 .                                 (3.46) 
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 Доведення. Нехай 0 ,A B    і  
B

Ae


  . Тоді 

  ,     
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B
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1
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x
x

B eAB
  . Для того, щоб 

 ln ,
B

F Ae


    при 0  , необхідно і достатньо, щоб ln lnn n
na

B eAB

 
   

при 0n n . Звідси випливає, що 

                                
1
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F k
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  
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  
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n n

na

 

  
                    (3.47) 

і 

                  lim exp ln ,

def def

R RT F


    
 

   
/

lim R nn
R n

R

T a
e

 







 .      (3.48) 

 

 Доведемо, наприклад, (3.48). Якщо T   , то    ln , exp RF A     

для кожного A T  і всіх  0 A  , і тому  

                                                   0ln ln ,n n
n

R R

a n n
eA

 

 
                              (3.49) 

тобто A   і, завдяки довільності A , отримуємо нерівність T  , яка є 

очевидною, коли T   . Далі, якщо    , то для кожного A   і всіх 

 0n n A  виконується (3.49), і тому    ln , exp RF A     для усіх 

 0 A  , тобто T A . Завдяки довільності A , звідси одержуємо нерівність 

T  , яка є очевидною, якщо    . Отже, T  . 

 Доведення рівності (3.47) цілком аналогічне. 

 Якщо  ln nn o   при n   , то за наслідком 3.6 з теореми 3.9 і 

нерівністю Коші отримуємо      M         для кожного 0   і всіх 

 0   . Тому 

 

 
 

ln
lim exp

exp
R R

R

T T T


  





   , 
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звідки з огляду на довільність  , маємо рівність RT T , а з (3.48) випливає 

(3.46). 

 Припустимо тепер, що    . Тоді для кожного B   і всіх  0 B   

правильна нерівність      ln exp B     , а з умови 

   ln lnn nn o n     випливає, що 

    

ln ln
lim lim 0

ln /n n
n nn n

n n B n

eB    

 


. 

Тому за наслідком 3.8 з теореми 3.9    
1

M


   


 
   

 
 для кожного 0   

і всіх  0   . За наслідком 3.7 з цієї теореми така сама нерівність 

виконується і тоді, коли  
1

ln ln

n

n o
a

 
   

 

 при n   , а з неї випливає рівність 

R  , яка разом з (3.47) дає (3.45). Теорема 3.12 доведена. 

 Для цілої функції  
0

n

n

n

f z a z





   нехай     max :fM r f z z r  . 

Величини 

 ln ln
lim

ln

fM r

r


 

  

і 

 ln
lim , 0

fM r
T

r







    , 

називають відповідно порядком і типом функції f  . З теореми 3.12 легко 

випливає такий наслідок. 

 Наслідок 3.10 (теорема Адамара). Порядок і тип цілої функції 

обчислюють за формулами 

ln
lim

lnn
n

n n

a


 




, 

і 
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/
lim

n

n
n

n
T a

e



 

 . 

 Повернемось до цілих рядів Діріхле. Величини  

 
 

ln ln ,
lim , lim ln ,

ln

R
p

R R

M F
p q M F

 


 





   

   

назвемо логарифмічними, відповідно, R -порядком і R -типом. Легко побачити, 

що для кожного цілого ряду Діріхле 1Rp  . Тому при означенні Rq  досить 

вимагати, щоб Rp   . 

 Теорема 3.13. Якщо або 
ln ln

lim 1
lnn

n

n



 , або 
ln

lim 1
lnn

n

n

a 




, то 

                                              
ln

lim 1
1 1

ln ln

n
R

n n

p

a







 

 
 
 

 

,                                  (3.50) 

а якщо 1 Rp    і або 
  / 1

ln R R
p p

nn o 


 , або 
1

ln ln

n

n o
a

 
   

 

 при n   , то 

                                    

1

1 1
1 lim ln

R

R R R

p

p p p

R R R n

n

q p p
a







 

 
    

 

.                  (3.51) 

 Доведення. Виберемо функцію     , так, щоб  
B

A    для усіх 

досить великих  , де A  і B  – додатні сталі і 1B  . Тоді 

 
 

 

1/ 1
1

,

B
x B

x
AB B

  


 

   
 

, 

    
 / 1

1

B B
x

x x A B
AB




 

    
 

 

для всіх досить великих x . Для того, щоб    0ln
B

A      , необхідно і 

достатньо, щоб 

 
 

 

/ 1

0ln 1

B B

n
na A B n n

AB




 
    

 
. 

Звідси тим самим методом, що і при доведенні теореми 3.11, одержуємо  
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 ln ln , ln

lim lim
ln 1 1

ln ln

def
n

n n

F
p

a

 

  





   

 
 
 

 

                       (3.52) 

і, якщо 1p   , 

                      

1

1 1
lim ln , 1 lim ln

p
def

pp p p
n

n
n

q F p p
a

   





   

 
     

 

.        (3.53) 

 Припустимо тепер, що p   . Тоді    ln
B

       для кожного 

B p  і усіх досить великих  . З умови 

 lim ln ln / ln 1n
n

n 
 

  

випливає, що  1
ln ,nn o n





   , для кожного 0  . Тому 

  

 1 1/ 1

ln 1
lim lim ln 0

1

B

n n
nn n

n B
n

B   

 

   

 
  

  

, 

і, використовуючи нерівність Коші та наслідок 3.8 з теореми 3.9, як при 

доведенні теореми 3.11, отримуємо рівність Rp p . Звідси  і з (3.52) випливає 

(3.50). У разі виконання умови 

1
lim ln / ln 1

n
n

n
a

 
  

 

 

досить замість наслідку 3.8 використати наслідок 3.7 з теореми 3.9. 

 Доведення рівності Rq p  аналогічне. Теорема доведена. 

 Найгнучкіша шкала зростання цілих рядів зростання цілих рядів Діріхле 

характеризується узагальненими порядками. З метою їх означення через 

L позначимо клас неперервних неспадних функцій   таких, що   0x   при 

0x x ,    0x x   при 0x x  і на  0 ;x   функція   зростає до  . 

Говоритимемо, що 
0

L  , якщо L   і         1 1 1 1x o o x     при 

x   ; далі ï çL  , якщо L   і       1 1cx o x    при x   ; нарешті, 
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cï çL  , якщо L   і        1 1x x o x     при x   . Легко побачити, 

що 0
cï ç ï çL L L  . Функція з ï çL  називаються повільно зростаючими, а з cï çL  – 

сильно повільно зростаючими. 

 Нехай ,L L   , а G  – будь-яка функція, задана на  0 ;  . 

Узагальненим порядком функції G  називається величина 

 
  

 
lim

G
G



 


  

 . 

Якщо візьмемо    ln ,G M F  , то звідси отримаємо означення 

узагальненого порядку    lnG M    цілого ряду Діріхле.  

Позначимо  

 
 

lim

1 1
ln

n

n

n

n

F

a



 





 


 
 
 
 

. 

Накладаючи ті чи інші обмеження на функції   і  , можна знайти умови 

на n  чи na , при яких    F F   . Ми доведемо одну, але досить просту 

і загальну теорему. 

Теорема 3.14. Нехай 
0

L   і 0
L   такі, що для кожного  0;    

                                       
 

  
0

11
lim t dt






   
 



 

 
  
 
 

 ,                           (3.54) 

де 0  – деяке число більше, ніж  
1

0

1
x 



  
 
 

. Тоді, якщо або 

1
ln ln ,

n

n o n
a

 
    

 

, або для кожного  0;    і деякого   1

0 0t x 


  

                                          

0

1 1
ln ,

n

t

n o t dt n



 



 

 
    
  
 

 ,                        (3.55) 

то     F k F   . 
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 Доведення. Нехай  F   . Тоді     1
ln ,M F   


  для 

кожного  F   і всіх  0   . Тому  за нерівністю Коші 

  1
ln n na    


   для усіх 0n   і  0   . При 

   
1

0

1
,n n n    



  
  

 

, звідси маємо 

 
1 1

ln ,n n n na     


  
   

 

 

тобто  

 
1 1

ln 1
n

n
na

  


 
  

 
 

. 

Оскільки 0
L   і   – довільне число, то з останньої нерівності отримуємо 

нерівність    k F F  , яка є очевидною, якщо  F   . 

 Припустимо, що     k F F  . Тоді    k F F  . Якщо 

візьмемо    k F F    , то з огляду на зростання функції  
1 1

x 


  
 
 

 

для  0n n   матимемо 

                           
1 1

ln n n na    


  
   

 
 

0

1 1
n

t

t dt const



 


  
 

 
 .            (3.56) 

 Зауважимо, що якщо  A   і для  0 ; A   

                                                          

0

,t dt const





                                  (3.57) 

де   – додатна, неперервна і зростаюча до   на  0 ; A  функція, то 

   
1

x w x


  при 0x x , а оскільки            x x x x x x   
 

     , 

то 
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                                                 

0

1

x

x

x x t dt const 


   .                              (3.58) 

Для того, щоб для усіх  0 ; A   

   

0

ln , F t dt const





    , 

необхідно і достатньо, щоб  

 

0

1
ln

n

n

x

a t dt const






   . 

 Використовуючи це твердження, з (3.56) отримуємо нерівність 

    
0

1
ln , F t dt const





   


  , 

звідки, завдяки умовам  
0

L   і (3.54), одержуємо нерівність  ln   . 

Нарешті, з огляду на (3.36) з    
1 1

x x  


  
  

 

, умова (3.55) рівносильна 

умові (3.36) з 0 0  . Тому за наслідком 3.8 з теореми 3.9 

                                      ln , ln 1 1 , ,M F o F       .                    (3.59) 

 Співвідношення (3.59) за наслідком 3.7 з теореми 3.9 також виконується, 

якщо 
1

ln ln ,

n

n o n
a

 
    

 

. З нього, завдяки умові 0
L  , випливає нерівність 

   lnF      , що неможливо. Рівність    F k F    доведена. 

 Зауваження 1. Оскільки 

     
0

1 1
t dt const





    
 

  , 

то умова (3.54) виконується, якщо  cï çL  .  
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 Зауваження 2. Якщо ï çL   і 

 

 

1 1

1
ln

d x

O
d x

 


  
 
 

  при x    для 

кожного  0;    , то виконується (3.54), а (3.55) можна замінити умовою 

                                           
1 1

ln ,n nn o n   


  
    

  

.                        (3.60) 

 Справді, оскільки ï çL  , то 
 

  

1

1
0

x

x

 

  







 при , 0x    , бо, 

якщо б 
 

  

1

1
0

k

k

x
h

x

 

  




 


 для деякої зростаючої до   послідовності  kx , 

то ми мали б         
1

1 1 ,k k kx h x o x k      


       , що 

неможливо. 

 Далі, умова 

 

 

1 1

1
ln

d x

O
d x

 


  
 
 

  при x    є рівносильною умові 

  1

0

ln
0,

d x
c x x

dx

 


   , і тому для кожного 0   маємо  

  

    

  

     

0

1

1

1
1

lim lim

t dt





 

 

  

    
    






    

 






 

    

     

  

    

1 1

1
1

lim lim
 

       

    
    

 


   


 

 


  

   

1

1

1
lim 0

x

c x

 

  



 

 



. 

Звідси випливає, що 

       
0

1 1
t dt





      
 

   
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для кожного 0    і всіх  0   , а отже, умова (3.54) виконується. 

 Далі, 

 

 

 

   

0

1
1

1
1 1

1
1

lim lim 1
1

1 1

x

x

x x

t dt
x

x x
x x x

 
 



 
   

 




   
 

 
 

 
  
 

 
  

    
        

    



, 

звідки випливає еквівалентність умов (3.60) і (3.55). 

 

 

 

 

 

 

Зростання рядів Діріхле, абсолютно збіжних у півплощині 

 

 Нехай тепер ряд Діріхле (3.1) має нульову абсцису абсолютної збіжності.  

R -порядком і R -типом такого ряду Діріхле називатимемо  

 
0

0

lim ln ln ,R M F


  


  

і 

 
0

0 0

0

lim exp ln , , 0R
R RT M F




 



  
     

  

, 

а  логарифмічним R -порядком і R -типом називатимемо 

 

 
0

0

ln ln ,
lim

ln 1 /
R

M F
p







  

і 

 
0

0 0

0

lim ln , , 0R
p

R Rq M F p


 


    . 

 Логарифмічні R -порядок і R -тип часто називають просто порядком і 

типом. Ми виведемо формули для знаходження тільки цих величин.  
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 Теорема 3.15. Якщо або  lim ln / ln 0n
n

a n


 , або 

 ln ln ln ,nn o n   , то 

                                                     0 ln
lim 1

ln
ln

n
R

n

n

p

a





 

 
 
 

 

,                                (3.61) 

а якщо або 
 0 0

/ 1
ln ,R R

p p

nn o n
 

   
 

, або  lim ln / lnn
n

a n


  , то 

                                      
 

   
0 0

001 10 0 0
1 lim ln

R R
RR

R R R

p p pp

n n
n

q p p a
  

 

  .        (3.62)          

 

Доведення. Виберемо  
B

A 


  , де A  і B  – додатні сталі. Тоді  0  , 

 
 

 

1/ 1
1

,

B
AB B

x
x B

  


 

    
 

, 

  
 

 
 

 1/ 1 / 1
1/ 11

1

B B B
BB AB x

x x x B A
B x B



 
    

        
   

. 

Для того, щоб    0ln , 0
B

A    


   , необхідно і достатньо, щоб 

 

 

1/ 1

0

1
ln

B

n n

n

B AB
a n n

B





 

  
 

. 

Звідси тим самим методом, що і при доведенні теореми 3.12, маємо  

                                
 

 
0

0

ln ln , ln
lim lim 1

ln 1 /
ln

ln

def
n

n
n

n

F
p

a



  

  

  
 
 

 

,                      (3.63) 

і 

           
 

   
0 0

00 01 10 0

0

lim ln , 1 lim ln

def p p pp p
n n

n

q F p p a


   
  

  

   . (3.64) 

        Якщо  lim ln / ln 0n
n

a n


 , то виконується (3.36) з 0h   , і за наслідком 

3.9 з теореми 3.9 маємо (3.37), звідки з огляду на нерівність Коші легко 
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випливає рівність 0 0
Rp p . Якщо ж  lim ln / lnn

n

a n


  , то з цього ж наслідку 

випливає рівність 
0 0

Rq q . 

 Далі, якщо  ln ln ln ,nn o n   , то  

  
 

   1/ 1 / 1ln
lim lim ln 0

1

B B B

n
n n

n n

n B
AB n

B


  

   

 

 


, 

яке б не було 0B   . Ця ж нерівність виконується, якщо 
0
RB p  і 

 0 0
/ 1

ln ,R R
p p

nn o n
 

   
 

. Тому за теоремою 2.4 для кожного 0   одержуємо 

     
1

1ln ln
1 1

M K
  

   
 

  
       

   

 

                               
1

1ln 1 1
BB BB

A B B K     
 

     ,                  (3.65) 

де   1K   – додатна стала. Звідси випливає, що 

     
* 1

ln ln max ln ln , ln 1 , 0M B O   


  
   

  

, 

де *
B   – довільна стала, 

* 0
B p . З останнього співвідношення і нерівності 

Коші, завдяки довільності *
B , легко випливає, що 

0 0
Rp p , і тому з (3.63) 

отримуємо (3.61). Якщо ж візьмемо 
0 0
RB p p   і 

0
A q , то з (3.65) матимемо 

нерівність 
0 0
Rq q A  , тобто з огляду на довільність   і нерівність 

0 0
Rq q  

справджується рівність 
0 0
Rq q , і тому з (3.64) отримуємо (3.62). Теорема 3.15 

доведена. 

        Для аналітичної в одиничному крузі  : 1z z   функції  
0

n

n

n

f z a z





   

величини 

 

 

ln ln
lim

ln 1

fM r
p

r  


 

 

і 
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   lim 1 ln , 0fq r M r







      

називаються відповідно порядком і типом. З теореми 2.8 легко випливає такий 

наслідок. 

 Наслідок 3.11. Порядок і тип аналітичної у крузі функції обчислюється за 

формулами 

                                                     
ln

lim 1

ln
ln

n

n

n
p

n

a

 

 
 
 

 

,                    

і 

 
 

   
11

1 lim ln
pp p p

n
n

q p p n a
  

 

  . 

 Формули для R -порядку та R -типу подамо без їхнього доведення.  

 Теорема 3.16. Якщо або  ln / ln ,n nn o n    , або 

 ln ln ,nn o a n   , то 

0 ln
lim ln

n
R n

n
n

a
 



 . 

 Теорема 3.17. Якщо    ln ln ,n t O t t   , то 

 
 

0 0 0 0

0 2

ln
exp 1 , lim ln 1

ln

n n
R R n

n
R n n

a
T


   

  

 
    
 
 

. 

 На завершення цього розділу наведемо ще дві теореми про узагальнені 

порядки абсолютно збіжних у півплощині рядів Діріхле . 

 Нехай ,L L   . Узагальненим порядком абсолютно збіжного у 

півплощині ряду Діріхле називається величина 

                                               
  

 
0

0

ln ,
lim

1 /

M F
F



 


 

 .                                (3.66) 

 Теорема 3.18. Нехай функції ï çL   і ï çL   задовольняють умови 

                                    
  

  01
,

x
x x

x


 


                               (3.67) 
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і 

                                 
  

      
1

1 1
x

o x x
x

 
 



 
     
 
 

                   (3.68) 

для кожного  0;   . Нехай ряд Діріхле (3.1) має абсцису абсолютної 

збіжності 0a  . Тоді, якщо або  lim ln / ln 0n
n

a n


 , або 

  ,
ln

n
n o n

n


  

  
    

  

, 

то 

 
 

 
 10

lim

ln

def
n

n
n

n

F k F

a

 

 





 

 
 
 

 

. 

 Умови (3.67) і (3.68) задовольняють, наприклад, функції   ln lnx x   і 

  lnx x  .  

 Теорема 3.19. Нехай функції ï çL   і ï çL   для кожного  0;    

задовольняють умови 

                                    
  

  01
,

x
x x

x


 


                               (3.69) 

і 

                                
  

      
1

1 1
x

o x x
x

 
 



 
     
 
 

,                   (3.70) 

а ряд Діріхле (3.1) має абсцису абсолютної збіжності  0a  . Тоді, якщо або 

 lim ln / ln 0n
n

a n


 , або     ln ,nn o n     , то 

 
 

 
 

 

20
ln

lim

def
n

n
n

a
F k F 




  

  . 

 Умови (3.69) і (3.70) задовольняють, наприклад, функції   lnx x   і 

  ln lnx x  .  
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Класи збіжності  

 

Ми отримаємо зв'язок між зростанням максимуму модуля та 

поводженням коефіцієнтів у термінах класів збіжності. 

 

Нерівність Гарді 

 

Нехай 1p    / 1q p p  , а f  – додатна на  ;A B  функція, 

A B     . Нехай, далі,  *

n  – послідовність додатних чисел, а  na  – 

послідовність чисел із  ;A B . Тоді 

 
* *
1 1

* *
1

;

def
n n

n

n

a a
A A B

 

 

 
 

 
. 

Добре відому нерівність Гарді ми отримаємо з такої теореми. 

 Теорема 3.20. Якщо функція 
1/ p

f  опукла на  ;A B , а послідовність  n  

додатна і незростаюча, то для кожного    виконується 

                                                  
* *

1 1

p

n n n n n n

n n

f A q f a

 

   

 

  .                        (3.71) 

 Доведення. Позначимо 
* *
1 , 1nt n     . Тоді  
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* * * *

1 1 1 1 1
1

n n n n n n
n n n

n n n n

a a a t
A A a

t t t t

     


 
     

і, оскільки 
*

1 1n n

n n

t

t t

   , а функція 
1/ p

f  опукла, то 

     
*

1/ 1/ 1/1
1

p p pn n
n n n

n n

t
f A f A f a

t t


  , 

звідки  

     
1/ 1/ 1/1

1* *

p p pn n
n n n

n n

t t
f a f A f A

 


   . 

Тому, враховуючи рівність 1 / 1 / 1p q  , маємо 

     
* * 1/ 1/

def
p p

n n n n n nQ f A q f a f A     

         
* * 1/ 1/ 1/ 1/1

1* *

q p q pn n
n n n n n n n

n n

t t
f A q f A f A f A f A 

 




 
    

 
 

 

       
* 1/ 1/

1 1
q p

n n n n n n nf A qt f A qt f A f A       

                                             
* 1/ 1/

1 1
q p

n n n n n nqt f A qt f A f A     .             (3.72) 

 Розглянемо на  0;  функцію  
1 1p q

u x x ax a
p q

   , де a  – будь-яке 

невід’ємне число. Ця функція має єдину точку мінімуму  
 1/ 1p

x x a a


  , а 

   0u x a  . Звідси випливає, що для усіх 0a   і 0x   правильна нерівність 

1 1p q
x a ax

p q
  . Тому з (3.2) маємо    

*
1 1 11Q q f A    і 

       
*

1 1

1 1
n n n n n n nQ qt f A qt f A f A

p q
  

 
     

 

 

     
*

1 1 1n n n n n n

q
t qt f A t f A

p
         

          1 1 1 1

1
1 , 2

1
n n n n n n n n

q
q t f A t f A t f A t f A n

p p
        


, 
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і оскільки послідовність n  не зростаюча, то при N    виконується 

    1 1 1 1

1 2

1

1

N N

n n n n n n n

n n

Q t f A t f A Q
p

   

 

   


   

     
1

1

2

1
0

1

N

n n n n N N N

n

t f A t f A
p

  







   

 . 

Згадуючи означення nQ  і використовуючи нерівність Гьольдера 

1/ 1/

1 1 1

p q
N N N

p q
n n n n

n n n

a b a b

  

   
       
   

   , 

звідси отримуємо 

 

     
* * 1/ 1/

1 1

N N
p q

n n n n n n n

n n

f A q f a f A   

 

    

     
1/ 1/

* *

1

N p q

n n n n n n

n

q f a f A   



     

1/ 1/

* *

1 1

p q
N N

n n n n n n

n n

q f a f A   

 

   
      
   
  . 

Якщо поділимо всю нерівність на останній множник і піднесемо до степеня p , 

то отримаємо нерівність (3.71) для N  , а завдяки довільності N , нерівність 

(3.71) доведена для усіх  . 

 Наслідок 3.12. Нехай 1, 0np a   і  1

1
0n nA a a

n
    Тоді 

                                                        
1 1

1

p

p p
n n

n n

p
A a

p

 

 

 
  

 
  .                               (3.73) 

 Нерівність (3.73) називається нерівністю Гарді і випливає з (3.71), якщо 

 
*

1, 1 1n n n     і  
p

f x x . 

 

Ряди Діріхле скінченного R -порядку 

 або скінченного логарифмічного R -порядку 
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 Нехай ціла функція f , зображена рядом  
0

,
n i

n

n

f z a z z re






  , має 

скінченний порядок 0  , а     max :fM r f z z r  . Кажуть, що  f  

належить до класу збіжності, якщо  

                                                    
 
1

1

ln fM r
dr

r





  .                                           (3.74) 

У 1923 р. Ж. Валірон довів, якщо f  належить до класу збіжності, то 

                                                              
/

1

n

n

n

a






  .                                       (3.75) 

Аналогом співвідношення (3.74) для цілих рядів Діріхле скінченного R -

порядку 0R   є співвідношення 

                                                    
 

 
0

ln ,

exp R

M F
d




 



  .                                      (3.76) 

Для того, щоб знайти умови на коефіцієнти ряду Діріхле, при яких 

виконується співвідношення (3.76) та його аналоги для рядів Діріхле, 

абсолютно збіжних у півплощині  : Re 0s s  , як скінченного R -порядку, так і 

скінченного логарифмічного R -порядку, спочатку доведемо таку теорему. 

Теорема 3.21. Нехай ряд (3.1) має абсцису абсолютної збіжності 

 0 ;a A      , де 0  означене рівністю (3.14). Нехай  , F   – його 

максимальний член, а 
o
na  – коефіцієнти мажоранти Ньютона. Нехай, нарешті, 

  – додатна неперервна неспадна на  ,a A функція така, що інтеграли  

                                                         
   

,

A A

a a

d d  

   
                                           (3.77) 

збіжні. Тоді для того, щоб 

                                                        
 

 

ln
A

a

d
 


 

  ,                                        (3.78) 

необхідно і достатньо, щоб 
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                                            
0

1 0

1 1
lnn n

nn n n

B
a

 








 
   

 
 

 ,                              (3.79) 

де  

 
 

A

x

x
B x d




 


  . 

 Доведення. Ряд Діріхле (3.1) та його мажоранта Ньютона (3.11) мають 

однакові максимальні члени      , , ì íF F        та центральні індекси  

     , , ì íF F        і 0
n na a  для усіх n . 

 Припустимо спочатку, що діаграма Ньютона ряду (3.1) складається з 

нескінченної кількості ребер. З побудови діаграми Ньютона видно, що 

кутовими коефіцієнтами цих ребер є  

 
   0 0

10 0 1

1 1

ln ln n nn n
n n ì í

n n n n

L La a
F

 
 

   



 


  

 
. 

Оскільки 0a A   , то послідовність  0
n  зростає до A . Не зменшуючи 

загальності, можемо вважати, що 
0

0 0 1a a  . Тоді 0
0 0

1 1

1 1
ln

a



 , і, знову не 

зменшуючи загальності, можемо вважати, що 
0
0 a  , бо в протилежному 

випадку можемо належно доозначити функцію  . Використовуючи рівність 

(3.10), маємо 

 

       
ln 1

ln

A A

t

a a a

d dt a d





 
   

   

 
   

 
 

    

       1

A A A

t t

a t a

d
dt const t dt const

 


  

 
      , 

де  

 
 

1

A

t

d
t




 
  – 

спадна до 0 функція. Звідси за теоремою 3.8 випливає, що  
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 

 
 

0

0

1

1

1

ln
n

n

A

n

na

d t dt const





 
  

 






     

                     0 0 0

1 1 1

1 1

n n n n n n

n n

B B const B const     

 

  

 

       ,      (3.80) 

де 

   
     

1

A A A A A

x x t x x x

d d x
B x t dt dt dt d


  

 
     


         . 

Позначимо    1B x B x . Тоді      
1/ 2

1

1

2
B x B x B x


   і 

          
23 / 2 1/ 2

1

1 1

4 2
B x B x B x B x B x

 
     

        
23/ 21 1

2 2
B x B x B x B x
  

    
 

       
3 / 2 2

1 1 1

1 1

2 2

A

x

B x t dt x x  


 
    

 
 
  

       
3 / 2 2

1 1 1

1 1
0

2 2

A

x

B x t t dt x  


 
    

 
 
 , 

бо    1 1 /x x      – спадна функція. Отже, функція 1/ 2
B  опукла на  ;a A . 

 Далі 

0 0 0 0 0 0
1 1 0 0ln ln ln ln ln lnn n na a a a a a      

   
0 0

1 1 0 1 0n n n            , 

тобто 

                                  
0 * 0 *

*0 1 1
10 * *

1

1 1
ln ,n n

n n n

n n na

   
  

  




 
  

 
.                 (3.81) 

 Тому за теоремою 3.1 з     , 2f x B x p   і 1, 1n n    одержуємо 

     0
1 1 10

1 1

1 1
ln 4n n n n n

nn nn

B B
a

 

    


  

 

 
   

 
 

  . 
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З іншого боку, 0
10

1 1
ln n

n na



 , і оскільки функція B  спадна, то 

     0
1 1 10

1 1

1 1
lnn n n n n

nn nn

B B
a

 

    


  

 

 
   

 
 

  . 

Тому з (3.80) випливає, що (3.78) виконується тоді і тільки тоді, коли 

виконується (3.79). Теорема 3.21 у випадку нескінченної кількості ребер у 

мажоранті Ньютона доведена. 

 Припустимо, що в діаграму входить промінь  ;NP  , зрозуміло, з 

кутовим коефіцієнтом 0 A  . Тоді, з одного боку, максимальний член 

обмежений і, завдяки (3.77), виконується (3.78), а з іншого боку, і (3.79). 

Теорема 3.21 повністю доведена.  

 Використовуючи зв’язки між максимумом модуля та максимальним 

членом, можна знайти умови на послідовність  n , при яких у (3.78) можна 

замість  ln    поставити  ln M  . У цьому підрозділі ми розглянемо тільки 

випадки скінченного R -порядку і скінченного логарифмічного R -порядку. 

 Наслідок 3.13. Нехай цілий ряд Діріхле (3.1) має скінченний R -порядок 

0R   і  ln nn O   при n   . Тоді для того, щоб виконувалось 

співвідношення (3.76), необхідно, а у випадку, коли послідовність   n F  

неспадна, і достатньо, щоб 

                                                    
/

1

1

R n

n n n

n

a
 

 







   .                              (3.82) 

 Справді, з умови    ln nn O n    випливає, що 0   , і за 

наслідком 3.6 з теореми 3.9 виконується нерівність (3.32). З (3.32) і нерівності 

Коші випливає, що (3.76) виконується тоді і тільки тоді, коли 

                                                        
 

 
0

ln ,

exp R

M F
d




 



  ,                                  (3.83) 

тобто виконується (3.78) з    exp R    . У цьому випадку  
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 
   

2

1

exp expR R Rx t

d
B x dt

x



   

 

   . 

Для цілих рядів Діріхле 0a     (див. теорему 3.3). Тому за теоремою  

3.21 співвідношення (3.83) виконуються тоді і тільки тоді, коли 

                                        1 0
1

1
exp lnR

n n

nn na


 









  
    

  
 .                            (3.84) 

Але 0
n na a . Тому з (3.84) випливає (3.82). У випадку, коли послідовність 

  n F  неспадна, маємо 0
n na a , тому співвідношення (3.84) і (3.82) 

рівносильні. Наслідок 3.13 доведено. 

 Оскільки означення порядку цілої функції і логарифмічного R -порядку 

1Rp   означається збіжністю інтегралу 

                                                     
 

1

1

ln ,

R
p

M F
d









  .                                     (3.85) 

 Наслідок 3.14. Нехай цілий ряд Діріхле (3.1) має скінченний 

логарифмічний  R -порядок 1Rp   і або 
  / 1

ln R R
p p

nn o 


  при n   , або 

виконується  умова (3.34). Для того, щоб виконувалось співвідношення (3.85), 

необхідно, а у випадку, коли послідовність   n F  неспадна, і достатньо, щоб 

                                              

1

1

1

1 1
ln

R
p

n n

n nn
a

 









 
    

 
 .                        (3.86) 

 Справді, якщо виконується (3.34), то з (3.35) і нерівності Коші легко 

випливає, що (3.85) виконується тоді і тільки тоді, коли 

                                                     
 

1

1

ln ,

R
p

F
d

 







  .                                       (3.87) 
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 У випадку, коли   / 1
ln R R

p p

nn o 


  при n   , такий самий висновок 

можна зробити на основі наслідку 3.8 з теореми 3.11. з   R
p

x x   для усіх 

досить великих x .  

 Якщо візьмемо  
1

R
p

  


 , то 

 
 

11

1

R
p

R R

B x x
p p





 

і за теоремою 3.2 співвідношення (3.17) виконується тоді і тільки тоді, коли 

 

1

1 0
1

1 1
ln

R
p

n n

nn na

 










 
   
 
 

 . 

Подальше доведення наслідку 2 таке саме, як і наслідку 1.  

 Перейдемо до рядів Діріхле, абсолютно збіжних у півплощині 

 : Re 0s s  . Для таких рядів скінченного логарифмічного R -порядку 
0

0Rp   

клас збіжності означимо збіжністю інтеграла 

                                                 
0

0
1

1

lnR
p

M d  




  .                                   (3.88) 

 Наслідок 3.15. Нехай абсолютно збіжний у півплощині  : Re 0s s   ряд 

Діріхле (3.1) має скінченний логарифмічний R -порядок  
0

0Rp   і або 

                                                      
0

0

ln ln
lim

ln 1

R

n
n R

n p

p




,                                        (3.89) 

або  ln ln ,nn o a n


   .  Тоді для того, щоб виконувалось співвідношення 

(3.88), необхідно, а у випадку, коли послідовність   n F  неспадна, і 

достатньо, щоб 

                                              

0
1

1

1

ln
R

p

n
n n

nn

a
 










 
   

 
 

 .                           (3.90) 
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 Справді, якщо виконується умова (3.89), то, по-перше, 

 ln ,nn o n   , а по-друге,  0ln nn n n


  , де 
0

0
1

R

R

p

p
 


, тобто 

виконується (3.56) з  
1

x x





  і 0 1h  . Тому за наслідком 3.1 з теореми 3.3 

0 0a   , а за теоремою 3.15 правильна нерівність (3.57), з якої в цьому 

випадку для усіх 0   маємо 

   
 

 
1 1/ 1

1 1ln ln , , 0
1

M K K const


     


  
    

 
, 

тобто 

 
0 0

0 0
1 1

1 1

ln ln
1

R R
p p

M d d


     


 

 

 
  

 
   

 
0

0
1/ 1

1

1

R
p

K d


  
 



 . 

Оскільки 
0

0
1

R

R

p

p
 


, то останній інтеграл у цій нерівності збіжний, а тому, з 

огляду на нерівність Коші, бачимо, що співвідношення (3.88) рівносильне 

співвідношенню 

                                                      
0

0
1

1

lnR
p

d   




  .                               (3.91) 

 Якщо ж  ln ln ,nn o a n


   , то за наслідком за наслідком 4 

0 0a   , а за наслідком 3.9 з теореми 3.28 маємо (3.42) з 0 0h  , звідки знову 

випливає еквівалентність співвідношень (3.88) і (3.91). 

 Виберемо  
0

1
R

p
  


 . Тоді, якщо 

0
1Rp  , то функція   є неспадною на 

 ; 0  і 

                                                  
 

0
1

0 0

1

1

R
p

R R

B x x

p p






.                                    (3.92) 

Тому за теоремою 3.21 співвідношення (3.91) виконується тоді і тільки тоді. 

Коли 
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                                            

0
1

1 0
1

1 1
ln

R
p

n n

nn na
 










 
   

 
 

 .                           (3.93) 

Оскільки 
0 0

1 1 1 1
ln ln

n nn na a 
  і 0

ln lnn na a


 , то з (3.93) випливає (3.90). У 

випадку, коли послідовність   n F  неспадна, одержуємо 0
n na a , і тому 

співвідношення (3.93) і (3.90) еквіваленті. Наслідок 3 для 
0

1Rp   доведено. 

 Якщо 
0

0 1Rp  , функція   спадна, і ми не можемо посилатись на 

теорему 3.2. Але з (3.92) видно, що і в цьому випадку функція 1/ p
B  при 

0
1Rp p    є опуклою. Тому за теоремою 3.1 справджується висновок теореми 

3.21, а з цим і висновок наслідку 3.15. 

 Припустимо, що абсолютно збіжний у півплощині  : Re 0s s   ряд 

Діріхле (3.1) має скінченний R -порядок 
0

0R  , а клас збіжності означимо 

збіжністю інтеграла  

                                               
 

 
2 0

1

ln ,

exp /R

M F
d




  



  .                                  (3.94) 

 Наслідок 3.16. Нехай  ln ln ,nn O n   , і ряд Діріхле (3.1) має 

нульову абсцису абсолютної збіжності. Тоді для того, щоб виконувалось 

співвідношення (3.48), необхідно, а у випадку, коли послідовність   n F  

неспадна, і достатньо, щоб 

                               

2
0

1

1

ln
exp

ln

n R n
n n

nn n

a

a

 
 





 


    
      

 
    

 .                     (3.95) 

  

Звідси випливає, що (3.94) виконується тоді і тільки тоді, коли  

                                               
 

 
2 0

1

ln ,

exp /R

F
d

 


  



  ,                                  (3.96) 
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тобто виконується (3.78) з    
2 0

exp /R     . Легко побачити, що 

функція   зростає на 0
/ 2; 0R




, а 

 
   

0 00 2 0

0 1/

1 1

exp / exp

x

R RR Rx

dt dt
B x

t t t  



   . 

Використовуючи правила Лопіталя, отримуємо 

 

 

2

2

exp

lim
exp

y

y

t t dt

y y










 







 

   

2

3 2

exp 1
lim

2 exp expy

y y

y y y y



  



 
 




  
. 

Тому                             
 

 

0
2

2
0

1 1
exp , 0R

R

o
B x x x

x





   
   

  

, 

і за теоремою 3.21 співвідношення (3.96) виконується тоді і тільки тоді, коли 

 

2
0

1 0
1

0

1 1
ln exp

1 1
ln

R
n n

nn n

n n

a

a


 











 

 
 

    

 

 
 

 . 

Подальше доведення наслідку 3.16 таке саме, як і наслідку 3.15. 

 

Контрольні запитання 

 

1. Навести формули для обчислення абсциси збіжності ряду Діріхле. 

2. Сформулювати теорему про три прямі. 

3. Дати означення максимального члена і центрального індексу ряду 

Діріхле. 

4. Навести формули для обчислення R-порядку і R-типу цілих рядів 

Діріхле. 

5. Дати означення порядку і типу абсолютно збіжного у півплощині ряду 

Діріхле. 
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6. Дати означення класу збіжності цілої функції. 

 

Приклади розв’язування задач 

 

1. Знайти абсциси збіжності та абсолютної збіжності ряду 

2 ln

1

n sn n

n

n e






 . 

Якщо у нашому випадку 
ln ln 1

lim lim lim 0
lnn n n

n

n n

n n n


  

    , 

то використовуючи формулу 

 2
lnln 2 ln

lim lim lim 2
ln ln

n

n
a ç

n n n
n

na n n

n n n n
 





  

       . 

 

 

Завдання для самостійної роботи 

 

Знайти абсциси збіжності і абсолютної збіжності даних рядів: 

а) 
3 2

0

n sn

n

e e






 .     Відповідь: ç a    ; 

б)  
ln ln

2

1
1

n s n

n

e
n





 .     Відповідь: , 1ç a     ; 

в)  
ln ln

2

1
1

n s n

n

e
n





 .     Відповідь: ,ç a     ; 

г)  
ln

1

1
n s n

n

e





 .     Відповідь: 0, 1ç a    ; 

д) 
2

1

n
e sn

n

e e





 .     Відповідь: ç a    ; 

е) 3 ln

1

n sn n

n

n e





 .     Відповідь: 3ç a    ; 
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є) 
1

1 sn

n

e
n





 .     Відповідь: 0ç a   ; 

ж) 
2 2

2

1

n sn

n

e e






 .     Відповідь: 2ç a   ; 

з)  
2

2

1

1
sn

n

n e

 



 .     Відповідь: 0ç a   . 
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