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 f � O�P� QR��O�S� f(0) = 1� F (z) = zf ′(z)/f(z)

� Γm =
m⋃

j=1

{z : arg z = ψj}� 0 ≤ ψ1 < ψ2 < . . . < ψm < 2π' T�P�

QR��O�S f ��U	��V���S QR��O�VW X����Y
��Z� �
ZRPS���Z� U������)
�S� S�Y� [PS [
S�	N ρ ∈ (0;+∞)� ρ2 ∈ (0; ρ) � 2π)X
���[	���� ρ)
��	Z����
��	��� �XR�P�� QR��O�� h(ϕ) �≡ −∞ ���RV ���\	�� U ⊂ C�
S�� ����	���S � �]^V[����� ��RZ�� �U �����
���W �R��W ��[�R��� �����
Y�

log |f(z)| = |z|ρh(ϕ) + o(|z|ρ2), U �� z = reiϕ → ∞.

_ ��]��� [��
[
��� Y� O�P� QR��O�S f X��S[�R ρ ∈ (0;+∞) U �RPS�	
�� �����
���
 �	��
�� X���
��� Γm V QR��O�VW X����Y
��Z� �
ZR)
PS���Z� U�������S ��[� � ��P��	 ��[�� ��P	 [PS [
S��Z� ρ2 ∈ (0; ρ) �
��\��Z� q ∈ [1; +∞) �	���RV���S

{
1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣∣F (reiϕ)

rρ
− ρh̃(ϕ)

∣∣∣∣
q

dϕ

}1/q

= o(rρ2−ρ), r → +∞,

[
 h̃(ϕ) = h(ϕ)− ih′(ϕ)/ρ � h(ϕ) � ��[	����� QR��O�� f '

��"� ���
 ��B�9� ��B��� ��B��'

#$%&�' ($�'� �� )*�+,
 T�P� QR��O�S X����Y
��Z� �
ZRPS���)
Z� U�������S� P�Z��	Q����� X�N�[��� ��
Q�O�V��	 `R�^V� �����
���
�	��
�� X���
���� �
��
�� a�R�[��Q��b�Z�'

�� �����

K�*�� f f =��� 1���=�
� f(0) = 1� (λn)n∈N f �����	������� ��
������ N(r) := N(r, 0; f) =

∫ r
0 t

−1n(t) dt� r > 0� n(r) := n(r, 0; f) =

��	��
 �	��
��	 � ���	���� �L'�A'����
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∑
|λn|≤r 1 f �������� 1���=�
 �����	������� (λn)� F (z) := zf ′(z)/f(z)

f ������1����� ��*�	�� 1���=�� f � Γm :=
m⋃
j=1

{z : arg z = ψj}�

0 ≤ ψ1 < ψ2 < . . . < ψm < 2π� f ��������� ������� �������� �
n(r, ψj ; f) :=

∑
|λn|≤r, argλn=ψj

1 f ��������� ����� f � �� ������ ��
������� {z : arg z = ψj}'

#�	���� �� ���	�� � �������
 L	������{����
 ^@� �' Bk`� =���
1���=�
 f � f(0) = 1� ���
	�� ρ ∈ (0;+∞) ��) ����
	

f(z) = eQ(z)
∞∏
n=1

E

(
z

λn
, p

)
, !@'@$

	� λn �= 0 f ���� 1���=�� f(z)� Q(z) :=
∑ν

k=1Qkz
k f ������� ����

���
 ν ≤ ρ� p ≤ ρ f ������>� =��� ����	&)��� ������ 	�
 
����∑∞
n=1 |λn|

−p−1 < +∞ � E(w, p) = (1−w) exp(w +w2/2 + · · ·+wp/p) f
��������� ������� #��)�>������ ��	� p'

A	��)
 � =���������* ��	�� ������ =���* 1���=�� ) �������

��&
��� ��� �����
�����
 ��������
 1���=�� �� �����	���� �� �����'
<����	����
 =�)� ��	��� ������� {' |����� �� L' (1�
���� ^@` !	��'
����� ^/� B`$ 	� ��������
 � ���=� B?��* ����� �������� �������

������ =���* 1���=�� =����� �����
����� ��������
' }���=��� 
�� )
�%&)����� �������
 � =�� ������� *����������
���
 �����
���
 ���
��	����
 �� ��>� ����� ��	��
� � � ���������' #������� ) �����
����
 �����* ��������� ���������� =���* 1���=�� 	� ����� =�����
�����
����� ��������
' 8���) %����� ��������� =����� �����
�����
��������
 =���* 1���=�� 	�	������ ���
	�� !	��' ^@fB`$' ~�������
#' L����� ^_` ������� �������� =�)� �����
������ � �������* ���1��
=�)���� }��&)� � L' ���	���
� ^a� �' ik` f � �������* p������ ��������
Lp[0; 2π] ������1�� ��	��
 =���� 1���=��'

#������ ���� � �������� ������ =���* 1���=�� =����� �����
����
�� ��������
 ��	����� ����	 �
	�� }��&)� ������������ �������������
�
 
���� ����������� � ��%���* |' C�%��� �� {' ������� !	��' ^e`$'
~������� L' ���	���
� ^a� i` � �' #�������� ^k� j`� �����������
��
=�� ����	� 	��� ���� =����� �����
����� ��������
 ������1�� ���
	��
 �� ��������� =���* � �������1��* 1���=�� 	�	������ ���
	��
� Lp[0; 2π]������=�' <�
 =���* 1���=�� ��������� ���
	�� ����������
��������
 ���������� ���������� �������� � ��%���* "' ~�%���=����
�� �� ��>�* ^@?f@/`'

� ��%���* ^@B�@_` %��� ���	��� ���
��
 =���� 1���=�� ����������
�� �����
����� ��������
 � ����	��� �������� 	�
 =�)� �����
������ �
�������* �����	��� ����� �� ������ ���� ������� ��������� �� �����
������ ������� ��������'
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���� 1���=�
 f ������)���
 1���=�)
 �����F���G� ��G������G�
D�������� ^@B� @_`� 
��� 	�
 	�
��* ρ ∈ (0;+∞)� ρ2 ∈ (0; ρ) � 2π�
�����	����� ρ���������������� ������� 1���=�� h(ϕ) �≡ −∞ ����)
������� U ⊂ C� 
�� ��������
 � �%&)	����� ������ �� ���������

����
 ��	����� ����� ��

log |f(z)| = |z|ρh(ϕ) + o(|z|ρ2), U �� z = reiϕ → ∞.

~��������� �� 1���=�
 h(ϕ) = hf (ϕ) = lim sup
r→+∞

r−ρ log |f(reiϕ)|� ϕ ∈

[0; 2π]� ������)���
 ����������� =���� 1���=�� f ���
	�� ρ ∈ (0;+∞)
!	��' ^@� �' i/`� ^/� �' @?`$' A������
 ����������
 ��	������� ) ρ�
��������������� ���������' }���=�
 h : [α;β] → [−∞; +∞) �����
��)���
 ρ@���G��������H�� ������� �� �������� [α;β]� 
��� 	�

%�	��
��* ϕ1 � ϕ2� α ≤ ϕ1 < ϕ2 ≤ β� 0 < ϕ2 − ϕ1 < π/ρ� ρ > 0�
������)���
 !	��' ^@� �' i_`� ^/� �' @?`$

h(ϕ) ≤ h(ϕ1) sin ρ(ϕ2 − ϕ) + h(ϕ2) sin ρ(ϕ− ϕ1)

sin ρ(ϕ2 − ϕ1)
, ϕ1 ≤ ϕ ≤ ϕ2.

C����������� ����������� ��	������� � ρ���������������� ������*
1���=�� ���������� � ^@� �' i/fka`' ~������� ��	������ ) ���������
��
 2π������	����
 ρ���������������� ������
 1���=�)
' }���=�

h(ϕ) ������ ��) ����� ��*�	��� 
�� ���������� �� ���
���� ������
%���>� ��������� ������� !	��' ^@� �' iefik� @jj`� ^a� �' jBfj_� @@?`� ^j�
�' @Bk`$' ���� =��� 1���=�
 f ) 1���=�)
 ����������� �����
�����
��������
� �� ^@B` ���� ��) ���
	�� ρ � ��	������ h(ϕ)'

8���) %����� ��������� ����������� �����
����� ��������
 =��
��* 1���=�� 	�	������ ���
	�� !	��' ^@BfB@`$' ~������� � �����
*
^/@� //` ����������� �������� ����������� �����
����� ��������
 =��
��* 1���=�� 	�	������ ���
	�� � ���
�� �� ���������� ������� ����
����� � �������* ���1�=�)���� }��&) �* ������1�� ��	��
 �� ������1�
������ ��*�	���' # ��%���* ^/Bf/a` ������� ������������ ����	����
1���=�� log |f |� log f �� ImF � Lq[0; 2π]������=�� 	� f f =��� 1���=�

����������� �����
����� ��������
 � ���
�� �� ���������� �������
��������' � �����
* ^/e�/i` �	������ �������� ����������� �����
��
���� ��������
 =���* 1���=�� 	�	������ ���
	�� � ���
�� �� �����
������ ������� �������� � �������* �* �����	����
' � ���=
* ^/kfB@`
	����	���� ������������ ����	���� =���* 1���=�� ����������� ���
���
����� ��������
 � ���������� ����	�� !� 	�������� �����	����
�����$' �����	��)���
 �������� ����	����
'

�
��
�� ��� !	��' ^/a`$� I��� J������ f ������� ρ ∈ (0;+∞) D ����@
�� �� ����H����K ������� �������� Γm L J�����L� �����F���G� ��@
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G������G� D�������� ���� � ������ ����� ���� ��� �����G� ρ4 ∈ (0; ρ)

N(r) =
Δ

ρ
rρ + o(rρ4), r → +∞, Δ :=

m∑
j=1

Δj , Δj ∈ [0;+∞),

� ��� �����G� ρ2 ∈ (0; ρ) � ��M��G� q ∈ [1;+∞) ������L����{
1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣∣ImF (reiϕ)

rρ
+ h′(ϕ)

∣∣∣∣q dϕ}1/q

= o(rρ2−ρ), r → +∞.

B�� �����

h(ϕ) =

m∑
j=1

hj(ϕ), ρ ∈ (0;+∞) \N, !@'/$

�� hj(ϕ) N 2π@�������H�� J������� ��D��H��� �� �����M�� [ψj ;ψj +
2π) ��������

hj(ϕ) =
πΔj

sinπρ
cos ρ(ϕ− ψj − π), Δj ∈ [0;+∞).

	 ������� ρ ∈ N

h(ϕ) =

⎧⎪⎨⎪⎩τf cos(ρϕ+ θf ) +
m∑
j=1

hj(ϕ), ρ = p,

Qρ cos ρϕ, ρ = p+ 1,

!@'B$

�� Qρ N ���J���L�� ��� zρ �������� Q(z) � D�O��M���� !@'@$� δf ∈ C

����� F�
∑

|λn|≤r λ
−ρ
n = δf+o(r

ρ3−ρ)� r → +∞� ��� �����G� ρ3 ∈ (0; ρ)�
τf = |δf/ρ+Qρ|� θf = arg(δf/ρ+Qρ) � hj(ϕ) N 2π@�������H�� J�������
��D��H��� �� �����M�� [ψj ;ψj + 2π) ��������

hj(ϕ) = Δj(π − ϕ+ ψj) sin ρ(ϕ− ψj)−
Δj

ρ
cos ρ(ϕ− ψj).

(���� ������
 ��&
��� ��� ���������� �����
���� ��������
�
=���� 1���=�� f �� �����
���� ����	����
� � Lq[0; 2π]������=� �� ���
����1������ ��*�	��� F ����>����� �� 	����	�����' L��������� )
���*�	����
 ����* ��������� ����������� �����
����� ��������
 =��
��* 1���=��'

"���
 =�)� ������ ) �����������
 �������
 ����������� �����
�
����� ��������
 =���� 1���=�� f 	�	������ ���
	�� � ���
�� ��
���������� ������� �������� � �������* ������������� ����	���� ���
r → +∞ � � ������1������ ��*�	��� F (reiϕ)� ϕ ∈ [0; 2π]� � �����=�
��������� Lq[0; 2π]� q ∈ [1;+∞) !	��' ������� B'@$'
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�� 	
�
��
�� �����
����

K�*�� f f =��� 1���=�
 � f(0) = 1� (λn)n∈N f �����	������� �� �����
� Ω := {|λn| : n ∈ N}' (�������� 	�
 k ∈ Z � r > 0

nk(r, f) :=
∑

|λn|≤r
e−ik arg λn , arg λn ∈ [0; 2π), n0(r, f) = n(r).

���1�=�)��� }��&) 1���=�� F (reiϕ) �������
���
 �� 1������
 ^i�B/`

ck(r, F ) :=
1

2π

∫ 2π

0
e−ikϕF (reiϕ) dϕ, k ∈ Z, r > 0, r /∈ Ω.

<�
 	���	���
 ��������� ���������� ��� �����%�� �������� 	����
����� ����	����
'

�
�� ���� ����K f N ���� J������ ������� ρ ∈ (0;+∞) D ������
�� ����H����K ������� �������� Γm� P�F� ��� �����G� ρ1 ∈ (0; ρ) �
��M��G� j ∈ {1, . . . ,m}

n(t, ψj ; f) = Δjt
ρ + o(tρ1), t→ +∞, Δj ∈ [0;+∞), !/'@$

�� ���� ��G�� � ������� ρ ∈ N� ��� ������ ρ3 ∈ (0; ρ) � δf ∈ C ����@
��L���� ∑

|λn|≤r
λ−ρn = δf + o(rρ3−ρ), r → +∞, !/'/$

�� ��� �����G� ρ2 ∈ (0; ρ) ���������� D� k ∈ Z

ck(r, F ) = dkr
ρ +

o(rρ2)

|k|+ 1
, r → +∞, r /∈ Ω, !/'B$

��

dk =
ρ

ρ− k

m∑
j=1

Δje
−ikψj , ρ ∈ (0;+∞) \N, !/'_$

�

dk =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ρ

ρ− k

m∑
j=1

Δje
−ikψj , k �= ρ = p,

ρτfe
iθf , k = ρ = p,

0, k �= ρ = p+ 1,

ρQρ, k = ρ = p+ 1,

!/'a$

D ρ ∈ N� τf = |δf/ρ+Qρ| �� θf = arg(δf/ρ+Qρ)�
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Q��������� K�*�� �������� ρ ∈ (0;+∞) f ��=��� ����� � p = [ρ] <
ρ < p+1' ��	� =��� 1���=�
 f � f(0) = 1� ��	�)���
 � ����
	� !@'@$� 	�
Q(z) =

∑ν
k=1Qkz

k f ������� ������
 ν < ρ' "�)�� !	��' ^i� k� B/`$

ck(r, F ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

kαkr
k +

∑
|λn|≤r

(
r

λn

)k
, k ≥ 1,

n0(r, f), k = 0,∑
|λn|≤r

(
r

λn

)k
, k ≤ −1,

!/'e$

	� r > 0� r /∈ Ω � αk ���*�	
���
 �� ���������
 log f(z) =
∞∑
k=1

αkz
k�

log f(0) = 0� � ����� ����� z = 0� ������� !	��' ^@k`$ αk = Qk� 
���

1 ≤ k ≤ p < ρ � αk = Qk −
1

k

∞∑
n=1

λ−kn � 
��� k ≥ p + 1 > ρ' ~ ���
	�

�� =�� �������
�� ���������� 	�
 1 ≤ k ≤ p < ρ1 < ρ ������)��
!�����)�� ^@k`� �� Qk = 0� ���� k > ν$

ck(r, F ) = kQkr
k +

∑
|λn|≤r

(
r

λn

)k
= kQkr

k + rk
∫ r

0

dnk(t, f)

tk
dt

= kQkr
k + nk(r, f) + krk

∫ r

0

nk(t, f)

tk+1
dt, !/'i$

� 	�
 k ≥ p+ 1 > ρ

ck(r, F ) = nk(r, f)− krk
∫ +∞

r

nk(t, f)

tk+1
dt, !/'k$

�

ck(r, F ) = nk(r, f) + krk
∫ r

0

nk(t, f)

tk+1
dt, k ≤ −1, !/'j$

c0(r, F ) = n0(r, f), !/'@?$

	� r > 0 � r /∈ Ω' K�*�� ������)���
 !/'@$' ��	� 	�
 k ∈ Z

nk(r, f) =

m∑
j=1

e−ikψjn(r, ψj ; f)

= bkr
ρ + o(rρ1), r → +∞, bk :=

m∑
j=1

Δje
−ikψj , !/'@@$

n0(r, f) = b0r
ρ + o(rρ1), r → +∞. !/'@/$
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<���� �����������
�� !/'@@$� � !/'i$ 	�
 1 ≤ k ≤ p < ρ1 < ρ � r /∈ Ω�
������)��

ck(r, F ) = kQkr
k + bkr

ρ + o(rρ1) + krk
∫ r

0

(
bkt

ρ−k−1 + o(tρ1−k−1)
)
dt

= dkr
ρ +

o(rρ1)

|k|+ 1
, r → +∞, dk :=

ρbk
ρ− k

. !/'@B$

(�	�%��� � ������	��>��� !/'k$f!/'@/$� 	�
 k ≥ p + 1 > ρ� k ≤ −1 �
k = 0� ����� �	������ !/'@B$' ����� ������ � !/'@B$ �������)� ��
������	��>���
 !/'B$ ������)���
 ���������� �� k ∈ Z � ρ2 = ρ1 < ρ �
dk� ����������� 1������
 !/'_$'

K�*�� ����� ρ ∈ N' ��	� =��� 1���=�
 f � f(0) = 1� ��	�)���
 �
����
	� !@'@$� 	� Q(z) f ������� ������
 ν ≤ ρ � p ≤ ρ f ������>�
=��� ����	&)��� ������ 	�
 
����

∑
n∈N |λn|−p−1 < +∞� p = ρ �%�

p = ρ − 1' ���� p = ρ� �� 1������ !/'i$ ������)���
 	�
 1 ≤ k < p�
� !/'k$ 	�
 k ≥ p + 1' ����� ����������� 
� � � ����	�� ��=�����
ρ ∈ (0;+∞)� ���������� ��	����� k ∈ Z \ {ρ} ��� r → +∞� r /∈ Ω�
������)���
 ������	��>���
 !/'B$� 	� dk ��������� 1������
 !/'a$'
C����
���� ����	�� k = p = ρ' ~ ���
	� �� !/'e$� ��)��

cρ(r, F ) = ρQρr
ρ +

∑
|λn|≤r

(
r

λn

)ρ
, r /∈ Ω. !/'@_$

#��*����>� !/'/$� � !/'@_$ 	�
 	�
���� ρ2 ∈ (0; ρ) ��� Ω �� r → +∞
�	������

cρ(r, F ) = (ρQρ + δf )r
ρ + o(rρ3)

= ρτfe
iθf rρ + o(rρ3) = dρr

ρ + o(rρ2). !/'@a$

A���� 	�
 k = p = ρ ����� ������)���
 ������	��>���
 !/'B$ � dk�
����������� 1������
 !/'a$' ����� �����
���� ����	�� ρ = p + 1'
� =���� ����	��� 1������ !/'i$ ) ���������
 	�
 1 ≤ k ≤ p� � !/'k$
	�
 k > p+ 1� � � !/'e$ 	�
 k = p+ 1 = ρ � r /∈ Ω� ��)��

cρ(r, F ) = ρ

(
Qρ −

1

ρ

∞∑
n=1

λ−ρn

)
rρ +

∑
|λn|≤r

(
r

λn

)ρ
= ρQρr

ρ −
∑

|λn|>r

(
r

λn

)ρ
. !/'@e$

A������� � =���� ����	��
∑

n∈N |λn|−p−1 < +∞� �� ������	��>���

!/'@$ ������)���
 � Δj = 0 � 	�
 ���* k ∈ Z ��)�� nk(r, f) = o(rρ1)�
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r → +∞' ����� 
� � � ����	�� p = ρ� ���������� ��	����� k ∈ Z \ {ρ}
��� r → +∞� r /∈ Ω� ������)���
 ������	��>���
 !/'B$� 	� dk ���������
1������
 !/'a$' ���� k = p+ 1 = ρ� �� � !/'@e$ ������)��

cρ(r, F ) = ρQρr
ρ + nρ(r, f)− ρrρ

∫ +∞

r

nρ(t, f)

tρ+1
dt

= ρQρr
ρ + o(rρ1) = dρr

ρ + o(rρ1), Ω �� r → +∞.

A���� 	�
 k = ρ = p+1 ������)���
 ������	��>���
 !/'B$ � dk� ������
������ 1������
 !/'a$' ����� ������ 	�
 =���� 1���=�� f ���
	��
ρ ∈ (0;+∞) � ���
�� �� ���������� ������� �������� Γm ����������
�� k ∈ Z ������)���
 ������	��>���
 !/'B$ � dk� ����������� 1�����
���� !/'_$ � !/'a$' |��� /'@ 	���	���'

�
�� ��� !	��' ^@B� @_`$� Q�� ��G� F�O ���� J������ f �������
ρ ∈ (0;+∞) D ������ �� ����H����K ������� �������� Γm O��� J���@
��L� �����F���G� ��G������G� D�������� D ����������� h(ϕ)� ��D��@
H���� J�������� !@'/$ � !@'B$� ���O����� K ���������� F�O ��� ���@
��G� ρ1 ∈ (0; ρ) � ��M��G� j ∈ {1, . . . ,m} ������������ ���������R����
!/'@$ �� ���� ���G�� � ������� ρ ∈ N� ��� ������ ρ3 ∈ (0; ρ) � δf ∈ C

������������ �������� !/'/$�

~ ��� /'@ � /'/ �������) �������� ����	����
'

����
��� ���� ����K ���� J������ f ������� ρ ∈ (0;+∞) D ������
�� ����H����K ������� �������� Γm L J�����L� �����F���G� ��G����@
��G� D�������� D ����������� h(ϕ)� ��D��H���� J�������� !@'/$ �
!@'B$� S��� ��� �����G� ρ2 ∈ (0; ρ) ���������� D� k ∈ Z ������L����
���������R���� !/'B$ D dk� ��D��H����� J�������� !/'_$ � !/'a$�

�
�� ��� !	��' ^//`$� Q�� ��G� F�O ���� J������ f �������
ρ ∈ (0;+∞) D ������ �� ����H����K ������� �������� Γm O��� J���@
��L� �����F���G� ��G������G� D��������� ���O����� K ����������
F�O ��� ������ ρ5 ∈ (0; ρ)� k0 ∈ Z � ��M��G� k ∈ {k0, k0 + 1, . . . , k0 +
m− 1} ������������

ck(r, F ) = dkr
ρ + o(rρ5), r → +∞, r /∈ Ω,

�� dk ��D��H��� J�������� !/'_$ � !/'a$�

�� ���
���� ���������

K�>�
 ����
 ) 	���	���
 ���������� ����	����
'
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�
��
�� ���� Q�� ��G� F�O ���� J������ f ������� ρ ∈ (0;+∞) D
������ �� ����H����K ������� �������� Γm O��� J�����L� �����F�@
��G� ��G������G� D��������� ���O����� K ���������� F�O ��� �����G�
ρ2 ∈ (0; ρ) � ��M��G� q ∈ [1;+∞) ������������{

1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣∣F (reiϕ)rρ
− ρh̃(ϕ)

∣∣∣∣q dϕ}1/q

= o(rρ2−ρ), r → +∞. !B'@$

B�� ����� h̃(ϕ) = h(ϕ) − ih′(ϕ)/ρ � J������ h(ϕ)� ��D��H��� J����@
���� !@'/$ � !@'B$�

Q��������� ���O��������� K�*�� f f =��� 1���=�
 ����������� ���
���
����� ��������
 ���
	�� ρ ∈ (0;+∞) � ���
�� �� ����������
������� �������� Γm � h(ϕ) f �� ��	������� ���������� 1��������
!@'/$ � !@'B$' "�)��

d̃k :=
1

2π

∫ 2π

0
e−ikϕh̃(ϕ) dϕ

=
1

2π

m∑
j=1

πΔj

sinπρ
e−iρ(ψj+π)

∫ ψj+2π

ψj

ei(ρ−k)ϕ dϕ

=
1

ρ− k

m∑
j=1

Δje
−ikψj , k ∈ Z, ρ ∈ (0;+∞) \ N,

� 	�
 ρ = p ∈ N

d̃k =
τfe

iθf

2π

∫ 2π

0
ei(ρ−k)ϕ dϕ

− i

2π

m∑
j=1

Δje
−iρψj

∫ ψj+2π

ψj

(π − ϕ+ ψj)e
i(ρ−k)ϕ dϕ

− 1

4πρ

m∑
j=1

Δje
−iρψj

∫ ψj+2π

ψj

ei(ρ−k)ϕ dϕ

− 1

4πρ

m∑
j=1

Δje
iρψj

∫ ψj+2π

ψj

e−i(ρ+k)ϕ dϕ

=
1

ρ− k

m∑
j=1

Δje
−ikψj , k ∈ Z \ {ρ}.

L���������� ���*���
�� ����������
m∑
j=1

Δje
−iρψj = 0� ρ = p ∈ N !	��'

^@� �' k_`� ^/a� /i`$� 	�
 k = ρ = p ������)��
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d̃ρ = τfe
iθf − i

2π

m∑
j=1

Δje
−iρψj

∫ ψj+2π

ψj

(π − ϕ+ ψj) dϕ

− 1

4πρ

m∑
j=1

Δj

∫ ψj+2π

ψj

(e−iρψj + eiρψje−2iρϕ) dϕ

= τfe
iθf − 1

2ρ

m∑
j=1

Δje
−iρψj = τfe

iθf .

<� ���� �� � ����	�� p+ 1 = ρ ∈ N,

d̃k =
1

2π

∫ 2π

0
Qρe

i(ρ−k)ϕ dϕ = 0, k ∈ Z \ {ρ},

�

d̃ρ =
1

2π

∫ 2π

0
(Qρ cos ρϕ+ iQρ sin ρϕ)e

−iρϕ dϕ = Qρ, k = ρ = p+1.

~ ���
	� �� =�� |d̃k| ≤ Δ/|ρ− k|� k ∈ Z \ {ρ}� 	� Δ =
∑m

j=1Δj �
Δj ∈ [0;+∞) � ρ ∈ (0;+∞)' ���� �� �������
 }�>���fC���� !	��' ^a�
�' a`$ ����) 1���=�
 h̃(ϕ) ∈ L2[0; 2π] ����� �� h̃(ϕ) :=

∑
k∈Z d̃ke

ikϕ'
A���� ����� �� �����	��� /'@ 	�
 =���� 1���=�� f ����������� ���
���
����� ��������
 ���
	�� ρ ∈ (0;+∞) � ���
�� �� ����������
������� �������� Γm 	�
 	�
���� ρ2 ∈ (0; ρ) ���������� �� k ∈ Z ���
����)���
 ������	��>���
 !/'B$ � dk� ����������� 1�������� !/'_$ �
!/'a$' ~ !/'B$ �������)� ��∣∣∣∣ck(r, F )rρ

− dk

∣∣∣∣ ≤ C

|k|+ 1
, dk := ρd̃k, k ∈ Z, !B'/$

	�
 	�
���� C > 0 � ���* Ω �� r ≥ r0 > 0' ~ ���
	� �� =�� �����	�������
(r−ρck(r, F )− dk)k∈Z �������� 	� �������� lq̃ 	�
 ���* q̃ > 1 � r ≥ r0'
��	�� ����������>� ������� ����	��1����� !	��' ^a� G' a`� ^/_� /a`$�
	�
 q ≥ 2� q−1 + q̃−1 = 1� �	������{

1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣∣F (reiϕ)rρ
− ρh̃(ϕ)

∣∣∣∣q dϕ}1/q

≤
{∑
k∈Z

∣∣∣∣ck(r, F )rρ
− dk

∣∣∣∣q̃
}1/q̃

.

A�������� �
	 � ������ ������� ��������� ����������� ���	
�� !B'/$ )
���������� �%����� �� [r0; +∞)' #������>� � =���� �
	� ���������
����*�	 ��� r → +∞� � ���*�����
� �����	�� /'@ ������)�� !B'@$ 	�

q ≥ 2' ~��	�� �� � ���������� ����	��� ��������
)�� ������	��>���

!B'@$ � 	�
 1 ≤ q < 2'



i? ./012/�3 456/'72(585 /28$&9/(585 :/5%1'((9***

Q����������� K�*��

d̃k :=
1

2π

∫ 2π

0
e−ikϕh̃(ϕ) dϕ, d̃k =

dk
ρ
, k ∈ Z,

� 	�
 	�
���� ρ2 ∈ (0; ρ) �� ������� q ∈ [1;+∞) ������)���
 ������	�
��>���
 !B'@$ � h̃(ϕ) = h(ϕ)− ih′(ϕ)/ρ� ������� 1���=�
 h(ϕ)� ������
���� 1�������� !@'/$ � !@'B$' ��	� 	�
���� ρ2 ∈ (0; ρ) � ������� k ∈ Z∣∣∣∣ck(r, F )rρ

− dk

∣∣∣∣ ≤ 1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣∣F (reiϕ)rρ
− ρh̃(ϕ)

∣∣∣∣ dϕ
≤
{

1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣∣F (reiϕ)rρ
− ρh̃(ϕ)

∣∣∣∣q dϕ}1/q

= o(rρ2−ρ), r → +∞.

~��	�� �������)� �� 	�
 	�
���� ρ2 ∈ (0; ρ) � ������� k ∈ Z �����
��)���


ck(r, F ) = dkr
ρ + o(rρ2), r → +∞,

	� dk ��������� 1�������� !/'_$ � !/'a$' A���� ���	�� � ����
 /'B�
=��� 1���=�
 f ���
	�� ρ ∈ (0;+∞) � ���
�� �� ���������� �������
�������� Γm ) 1���=�)
 ����������� �����
����� ��������
' �����
������ ������� B'@ 	���	���'

�
����

L���� �������
) ���� ��	
�� C�=������� �� ������� � ���������
���������
� 
�� ������
�� ���������
 ������ ������'

�
�
������

c�d e
�	�� f'g' h�A9>i' �	����������� �����
 ����� ������
� j'� a���
N	U[��'

c�d a�P�[]
�Z� k'k'� e
�	�� f'g'� l�������	
� m'_' h�AA�i' T
Pn
 	 �
�����Q)
�n
 QR��O		' ��� � �	��� � �������! �����"! ���#�! "	��"! $���	"! �	%
��	�����
& '(� j'� _mMm�m� 9��o>'

c�d a�P�[]
�Z� k'k' h�AA:i' f'g' e
�	� � ��U[��
P� �
��		 O
PnN QR��O	
 �X�P�

�
ZRPS���Z� �����' )	��"! ��*��	& 	�	��*&  ��"����
& + h�i� �o>��A�'

c:d kU��	�� _'p' h�ALLi' l �
ZRPS�����	 ����� ��qQQ	O	
���� `R��
 P�Z��	Q��
��[RPS O
P�
 QR��O		' ,����
 ������
& �����! 	�	��* � �� �����-!& ./�
A���'

c9d r��[���W�� k'k' h�Aooi' �
�� $��0� � "���"������ �������� e����� _	Y�
s��P�'

c>d t2��-� �'u' h�AA>i' 123�4� 52� 6�4767489�� :;2�3�72<� v�# w* H� <! �,�� '

cLd r�P	�
O�� x'y'� r��[���W�� k'k' h�AAoi' z�� �
ZRPS������ U�������S ��[RPS
� ��ZR�
��� O�P�� QR�O�� � Lp[0; 2π])�
��	O�' =��! "	�! -���!& (> hLi� ooA�oA>'



#* )* +',- i@

cod _��	P����� g'_' h�AAAi' k�	�X���	��� X��
[���� P�Z��	Q����	N X�N�[�	N ��
P�Z��	Q��� �
�����Q�	N QR��O�
 O�P��� �
ZRPS���Z� U�������S � Lp[0; 2π])
�
��	O�' {' �' )	�! ����!& +. h�i� �L�9o'

cAd _��	P����� g'_' h�AAAi' k�	�X���	��� X��
[���� P�Z��	Q����	N X�N�[�	N ��
P�Z��	Q��� �
�����Q�	N QR��O�
 O�P��� �
ZRPS���Z� U�������S � Lp[0; 2π])
�
��	O�' {' �' )	�! ����!& +. h�i� ��9��::'

c��d f�[���� l'_'� y�]�P�O��	
� j'_' h����i' r�	�
��� �
ZRPS������ U�������S
P�Z��	Q�� ��[RPS �� ��ZR�
��R O�P�� QR��O��' =��! "	�! -���!& ?. hLi� oo9�
oA�'

c��d C*&�*$�� C't'� F��*-*�&H41� C'|' h���9i' =*,$� ��,/� �, Lp[0; 2π])+�� �/ *.
-*�� ��"+�/ 0� �$���$� �,0 �,�2-� v)0�,&��4 .* G� *& *. �,�� � .2,/��*, *. &-*#-4
� *#�"' @548539�52 A539! B;CD!& / h�i� ��A���:'

c��d y�]�P�O�	
� M'_'� r���W�� l'_' h���>i' x
ZRPS��n
 ���� ��UP	��nN N�����
)
�	��	� O
PnN QR��O	
 �RP
��Z� X��S[��' )	��"! *	"����& +>> h�i� �>���L:'

c��d _	��	O��	
� f'_'� }�O�� x'_' h���9i' z�� �
ZRPS������ U�������S O�P�� QR��)
O�� �
O�P�Z� X��S[�R U �RPS�	 �� �����
���
 �	��
�� X���
���' )	�! ����!&
.E h�i� ����o'

c�:d ~"��&^� t'|' h���>i' D, �,�� � .2,/��*,& *. �+! *$�0  ��2-� � *#�" *. �,���� 
* 0� #��" G� *& *, � �,��� &4&��+ *.  �4&' A53! F3;�!& .? h�i� �L��:'

c�9d |4,,4�&^H4�� ?'|' h����i' D, �&4+!�*��/ ��"�$�*2 *. �,�� � .2,/��*,& *. * 0� 
-�&& �"�, *,�' A53! F3;�!& +G h�i� AL���9'

c�>d _	��	O��	
� f'_'� }�O�� x'_' h���:i' z�� ��	�X���	��R X��
[���R O�P	N
QR��O�
 �
O�P�Z� X��S[�R' )	�! ����!& .+ h�i� �:���9�'

c�Ld }�O�� x'_' h���:i' z�� ��	�X���	��
 X���[\
��S ���������Z� [�]R��R O�P�Z�
X��S[�R' )	�! ����!& .. h�i� ��9����'

c�od }�O�� x'_' h���9i' z�� ��
Q�O�V��	 `R�^V �[��Z� �P��R O�P	N QR��O�
' )	�!
����!& .H h�i� AA����'

c�Ad }�O�� x'_' h����i' k�	�X���	��� X��
[���� ��������	N [�]R���� U �RPS�	 ��
X���
��' )	�! ����!& HH h�i� ��9���A'

c��d }�O�� x'_' h����i' k�	�X���	��� X��
[���� �X
O��P���Z� ���������Z� [�]R�)
�R' I	�����
 ������ =- �����0�� � ������������! ����
 J)	��"	���	 �
�����"	���	K& E> h�i� o��A�'

c��d }�O�� x'_' h����i' x
ZRPS������ U�������S ��
Q�O�V���� `R�^V O�P	N QR��O�

X����Y
��Z� �
ZRPS���Z� U�������S' =��! "	�! -���!& ?H h��i� �L�L��L��'

c��d ~"��&^� t'|' h���Ai' t��2-� � *#�" *. E*2 �� /*�I/��,�& *. �"� -*�� ��"+�/
0� �$���$� *. �,�� � .2,/��*,& *. �+! *$�0  ��2-� � *#�"' L;M7��2�52 A539! N!&
/ h�i� ��:����'

c��d ~"��&^� t'|' h����i' u&4+!�*��/ ��"�$�* *. �,�� � .2,/��*,& *. �+! *$�0  ��2-� 
� *#�" �, �"� +�� �/ *. Lp[0; 2π]' @548539�52 A539! B;CD!& ( h�i� �:���::'

c�:d }�O�� x'_' h����i' k�	�X���	��� X��
[���� P�Z��	Q��� O�P	N QR��O�
 X����)
Y
��Z� �
ZRPS���Z� U�������S � Lq [0; 2π])�
��	O�' =��! "	�! -���!& /. h:i�
99L�9>:'

c�9d ~"��&^� t'|' h����i' u&4+!�*��/ ��"�$�* *. �"� -*�� ��"+�/ 0� �$���$� *. �,�� �
.2,/��*, *. �+! *$�0  ��2-� � *#�" �, �"� +�� �/ *. Lq [0; 2π]' L;M7��2�52
A539! N!& G h�i� :A�99'
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c�>d ~"��&^� t'|' h����i' u$� ���,� *. �,�� � .2,/��*,& *. �+! *$�0  ��2-� � *#�"
#��" G� *& *, � �,��� &4&��+ *.  �4&' O�<2! P53<! Q2��! RS���! B7D�3�M9!& T�U!%A53!
P5;MV!& /+' hL�oi� ����:'

c�Ld ~"��&^� t'|' h����i' <2I/��,� /*,0���*,& .* �"� �+! *$�0  ��2-� � *#�" *.
�,�� � .2,/��*,& �, �� +& *. �"�� �$� ���,�' @548539�52 A539! B;CD!& +. h�i� :>�
9:'

c�od a���	�� j'l' h���Ai' pR]Z��������� QR��O�� X����Y
��Z� �
ZRPS���Z� U���)
����S' W��! IXI =��	Y��& E� ����o'

c�Ad ="4G"4H*$� 5';' h���Li' 7�2�� )�4!� �"�* �+ .* .2,/��*,& *.  ��,�0  ��2-� 
� *#�"' A53! F3;�!& E/ h�i� �>A��Lo'

c��d |4,,4�&^H4�� ?'|'� ~"��&^� t'|' h����i' D, �&4+!�*��/ ! *!� ���& *. �,�� �
.2,/��*,&� &�+�-� �* �"� �,�� � .2,/��*,& *. /*+!-���-4  ��2-� � *#�"' O�<2! P53<!
Q2��! RS���! B7D�3�M9!& T�U!%A53! P5;MV!& /+' hL�oi� 9�A'

c��d ~"��&^� t'|' h����i' u&4+!�*��/ ��"�$�* *. �$� ���,� *. �,�� � .2,/��*,& *.
�+! *$�0  ��2-� � *#�"' @548539�52 A539! B;CD!& ( h�i� ��A����'

c��d (*#,&�,0� B' h�AoLi' =*+!� �&*,& ���#��, T (r, f) �,0 �*��- $� ����*,& *.
arg f(reiθ) �,0 log |f(reiθ)|' N! A539! Z25D! Z88D!& +.' h�i� �:L��>�'

)�;5<5%1� 4/5 '=15/�=

������

 ��!�"�#!$ %�&"

<����%�=���� 	�������� ��	���������
����������� ����� 8���� }������
<����%��� �������
T@
1�3U ����

�������




