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We obtain new uniform asymptotic estimates for the logarithms of canonical products with
zeros on a positive ray under the condition of regular growth of a zero-counting function.

Р. В. Хаць. Асимптотическое поведение канонических произведений с нулями на луче //
Мат. Студiї. – 2010. – Т.33, №2. – C.215–219.

Получены новые равномерные асимптотические оценки для логарифмов канонических
произведений с нулями на положительном луче при условии регулярного роста считающей
функции последовательности их нулей.

Нехай (λn)n∈N — послiдовнiсть додатних чисел таких, що 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λn →
+∞ (n → +∞), n(t) =

∑
λn≤t 1, p — найменше цiле невiд’ємне число, для якого ряд∑∞

n=1 λ
−p−1
n є збiжним, i канонiчний добуток Вейєрштрасса роду p

L(z) =
∞∏
n=1

E

(
z

λn
, p

)
, (1)

де E(w, p) = (1−w) exp(w+w2/2+ · · ·+wp/p) для p ∈ N i E(w, 0) = (1−w) — первиннiй
множник Вейєрштрасса. Надалi вважаємо функцiю

logL(z) =

∫ z

0

L′(ζ)

L(ζ)
dζ, L(0) = 1,

визначеною в C \ [λ1,+∞). Вiдомо [1, с. 81], що якщо ρ ∈ (0,+∞) — нецiле число i
послiдовнiсть додатних чисел (λn) задовольняє умову

n(t) = ∆tρ + o(tρ), t→ +∞, ∆ ∈ [0,+∞), (2)

то для канонiчного добутку (1) роду p, p = [ρ] < ρ < p + 1 ([x] — цiла частина числа
x > 0), асимптотичне спiввiдношення

logL(reiϕ) =
π∆

sinπρ
eiρ(ϕ−π)rρ +

o(rρ)

sin(ϕ/2)
, r → +∞, (3)

виконується рiвномiрно за ϕ ∈ (0, 2π).
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Крiм цього, (див. [1, с. 89, 91], [2, с. 88], [3, с. 94]) для кожного δ > 0 рiвномiрно за
ϕ ∈ [δ, 2π − δ] спiввiдношення

log |L(reiϕ)| = π∆rρ

sin πρ
cos ρ(ϕ− π) + o(rρ), r → +∞, (4)

виконується тодi i тiльки тодi, коли виконується (2). До того ж, ([3, с. 98])

log |L(reiϕ)| ≤ π∆rρ

sin πρ
cos ρ(ϕ− π) + o(rρ), r → +∞, 0 ≤ ϕ ≤ 2π. (5)

Якщо, умова (2) виконується з цiлим ρ ∈ (0,+∞), то для канонiчного добутку (1)
справджується ([2, с. 91], [3, с. 106–109])

logL(reiϕ) = Λ(reiϕ) + o(rρ), r → +∞, (6)

рiвномiрно за ϕ ∈ [δ, 2π − δ], δ > 0, де

Λ(reiϕ) =


1

ρ
eiρϕrρ

∑
λn≤r

λ−ρn −∆

(
1

ρ
− i(ϕ− π)

)
eiρϕrρ, p = ρ,

0, p = ρ− 1.

(7)

Зауважимо, що аналогiчнi асимптотичнi формули для цiлих функцiй нульового i скiн-
ченного ненульового порядкiв з вiд’ємними нулями отримано в [4, 5].

В багатьох працях (див., наприклад, [6–11]) вивчались тоншi, нiж (3)–(6) асимпто-
тики цiлої функцiї (1). Так з результатiв статтi [6] випливає, зокрема, що асимптотична
формула

logL(reiϕ) =
π∆

sin πρ
eiρ(ϕ−π)rρ + o(rρ1), r → +∞, 0 ≤ ϕ < 2π, (8)

де ρ1 ∈ (0, ρ), є справедливою зовнi деякої виняткової C0-множини (означення див. [1,
с. 86], [2, с. 120]). У [8] (див. також [7]) знайдено необхiднi i достатнi умови на нулi цiлої
функцiї (1) нецiлого порядку ρ ∈ (0,+∞), за яких для деякого ρ2 ∈ (0, ρ)

log |L(reiϕ)| = π∆rρ

sin πρ
cos ρ(ϕ− π) + o(rρ2), U 63 reiϕ →∞, (9)

при цьому виняткову множину U ⊂ C можна покрити об’єднанням кругiв зi скiнченною
сумою радiусiв. В [9] для канонiчного добутку (1) цiлого порядку ρ ∈ (0,+∞) отримано
достатнi умови на нулi, за яких для деякого ρ3 ∈ (0, ρ) iснує в C виняткова множина U ,
яка мiститься в об’єднаннi кругiв зi скiнченною сумою радiусiв така, що

log |L(reiϕ)| = Λ̃(reiϕ) + o(rρ3), U 63 reiϕ →∞, (10)

де Λ̃(reiϕ) = Re Λ(reiϕ) =

=


1

ρ
rρ cos ρϕ

∑
λn≤r

λ−ρn −∆rρ
(

1

ρ
cos ρϕ+ (ϕ− π) sin ρϕ

)
, p = ρ,

0, p = ρ− 1.

(11)
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Крiм цього, в [10] встановлено критерiй на нулi канонiчного добутку (1) нульового роду,
за якого на деяких колах {z : |z| = rk} рiвномiрно за ϕ ∈ [0, 2π] виконується

log |L(rke
iϕ)| = π∆rρk

sinπρ
cos ρ(ϕ− π) +O(1), rk → +∞.

Проте питання про знаходження достатних умов на асимптотичну поведiнку нулiв
канонiчного добутку (1), за яких спiввiдношення (8)–(10) виконуються рiвномiрно за
ϕ ∈ (0, 2π) залишається вiдкритим.

Метою статтi є доведення наступних тверджень, якi пов’язанi з дослiдженням асимп-
тотичних властивостей цiлих функцiй покращеного регулярного зростання [11] i, зок-
рема, доповнюють результати, отриманi в [8–10].

Теорема 1. Нехай ∆ ∈ [0,+∞), ρ ∈ (0,+∞) — нецiле число, p = [ρ] < ρ1 < ρ < p + 1 i
послiдовнiсть додатних чисел (λn) задовольняє умову

q(t)
def
= n(t)−∆tρ = o(tρ1), t→ +∞. (12)

Тодi для канонiчного добутку (1) рiвномiрно за ϕ ∈ (0, 2π)

logL(reiϕ) =
π∆

sinπρ
eiρ(ϕ−π)rρ +

o(rρ1)

sin(ϕ/2)
, r → +∞. (13)

Теорема 2. Нехай ∆ ∈ [0,+∞), ρ ∈ N, ρ1 ∈ (ρ − 1, ρ) i послiдовнiсть додатних чисел
(λn) задовольняє умову (12). Тодi для канонiчного добутку (1) рiвномiрно за ϕ ∈ (0, 2π)

logL(reiϕ) = Λ(reiϕ) +
o(rρ1)

sin(ϕ/2)
, r → +∞, (14)

де функцiя Λ(reiϕ) визначена формулою (7).

Через c1, c2, c3, . . . будемо позначати деякi додатнi сталi.

Доведення теореми 1. Нехай z = reiϕ, ϕ ∈ (0, 2π). Маємо ([1, с. 81], [2, с. 89], [3, c. 92])

logL(reiϕ) = −zp+1

∫ +∞

0

n(t)

tp+1(t− z)
dt.

Оцiнимо модуль виразу

S = logL(reiϕ) + rp+1ei(p+1)ϕ

∫ +∞

0

∆tρdt

tp+1(t− reiϕ)
= −zp+1

∫ +∞

0

n(t)−∆tρ

tp+1(t− z)
dt. (15)

Враховуючи (12), отримуємо (|q(t)| ≤ c1t
ρ1 , t ∈ [0,+∞))

|S| ≤ rp+1

∫ +∞

0

|n(t)−∆tρ|
tp+1|t− reiϕ|

dt ≤ c1r
p+1

∫ +∞

0

tρ1−p−1

|t− reiϕ|
dt = J(r, ϕ). (16)

Покладемо t = ur. Тодi, використовуючи нерiвнiсть u2 − 2u cosϕ+ 1 ≥ (u2 + 1) min{1−
cosϕ, 1}, одержимо

J(r, ϕ) = c1r
ρ1

∫ +∞

0

uρ1−p−1

|u− eiϕ|
du = c1r

ρ1

∫ +∞

0

uρ1−p−1√
u2 − 2u cosϕ+ 1

du ≤
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≤ c1r
ρ1

∫ +∞

0

uρ1−p−1√
(u2 + 1) min{1− cosϕ, 1}

du ≤ c2r
ρ1

sin(ϕ/2)
. (17)

До того ж, ([1, с. 82], [3, c. 94])

∆rp+1ei(p+1)ϕ

∫ +∞

0

tρdt

tp+1(t− reiϕ)
= ∆rρei(p+1)ϕ

∫ +∞

0

uρ−p−1du

u− eiϕ
= − π∆rρ

sin πρ
eiρ(ϕ−π).

Звiдси i з (15)–(17) випливає (13). Теорему 1 доведено.

Наслiдок 1. За умов теореми 1, маємо

log |L(reiϕ)| = π∆rρ

sin πρ
cos ρ(ϕ− π) +

o(rρ1)

sin(ϕ/2)
, r → +∞,

argL(reiϕ) =
π∆rρ

sinπρ
sin ρ(ϕ− π) +

o(rρ1)

sin(ϕ/2)
, r → +∞,

рiвномiрно за ϕ ∈ (0, 2π).

Зауваження 1. З теореми 1, як наслiдок, випливає лема 1 з [8].

Доведення теореми 2. Нехай z = reiϕ, ϕ ∈ (0, 2π) i p = ρ. Маємо ([2, с. 92], [3, c. 106])

logL(reiϕ) =
zρ

ρ

∑
λn≤r

λ−ρn − zρ
∫ r

0

n(t)dt

tρ(t− z)
− zρ

ρrρ
n(r)− zρ+1

∫ +∞

r

n(t)dt

tρ+1(t− z)
.

Враховуючи (12), подiбно як при доведеннi теореми 1, отримуємо∣∣∣logL(reiϕ)− 1

ρ
eiρϕrρ

∑
λn≤r

λ−ρn +
∆

ρ
eiρϕrρ+∆eiρϕrρ

∫ r

0

dt

t− z
+∆ei(ρ+1)ϕrρ+1

∫ +∞

r

dt

t(t− z)

∣∣∣ ≤
≤ c3r

ρ1 + c4r
ρ

∫ r

0

tρ1−ρ

|t− reiϕ|
dt+ c4r

ρ+1

∫ +∞

r

tρ1−ρ−1

|t− reiϕ|
dt ≤ c3r

ρ1 + c4r
ρ1×

×
∫ 1

0

uρ1−ρdu√
(u2 + 1) min{1− cosϕ, 1}

+ c4r
ρ1

∫ +∞

1

uρ1−ρ−1du√
(u2 + 1) min{1− cosϕ, 1}

≤ c5r
ρ1

sin(ϕ/2)
.

(18)
Позаяк ([2, с. 93], [9])

∆eiρϕrρ
∫ r

0

dt

t− z
+ ∆ei(ρ+1)ϕrρ+1

∫ +∞

r

dt

t(t− z)
= −∆i(ϕ− π)eiρϕrρ,

то з (18) отримуємо (14). Нехай тепер p = ρ− 1. Тодi ([2, с. 94], [3, с. 109])

logL(reiϕ) = −z
ρ

ρ

∑
λn>r

λ−ρn − zρ
∫ r

0

n(t)dt

tρ(t− z)
− zρ

ρrρ
n(r)− zρ+1

∫ +∞

r

n(t)dt

tρ+1(t− z)
.

Оскiльки в даному випадку ряд
∑∞

n=1 λ
−ρ
n є збiжним i [9] n(t) = o(tρ1) (t→ +∞), то при

r → +∞

−z
ρ

ρ

∑
λn>r

λ−ρn = −z
ρ

ρ

∫ +∞

r

dn(t)

tρ
=
zρ

ρ

n(r)

rρ
− zρ

∫ +∞

r

o(tρ1−ρ−1) dt = o(rρ1) =
o(rρ1)

sin(ϕ/2)
.

Тому, як i вище, виконується (14). Теорему 2 доведено.
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Наслiдок 2. За умов теореми 2, рiвномiрно за ϕ ∈ (0, 2π) виконується

log |L(reiϕ)| = Λ̃(reiϕ) +
o(rρ1)

sin(ϕ/2)
, r → +∞,

argL(reiϕ) = Λ̂(reiϕ) +
o(rρ1)

sin(ϕ/2)
, r → +∞,

де функцiя Λ̃(reiϕ) визначена формулою (11), а Λ̂(reiϕ) = Im Λ(reiϕ) =

=


1

ρ
rρ sin ρϕ

∑
λn≤r

λ−ρn −∆rρ
(

1

ρ
sin ρϕ− (ϕ− π) cos ρϕ

)
, p = ρ,

0, p = ρ− 1.

Зауваження 2. З теореми 2, як наслiдок, випливає лема 1 з [9].
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