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We introduce a concept of an entire function of refined regular growth of nonintegral order.
We found a criterion for this regularity in the sense of zero distribution when the zeroes are
located on a finite system of rays.
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Ââåäåíî ïîíÿòèå öåëîé ôóíêöèè óëó÷øåííîãî ðåãóëÿðíîãî ðîñòà íåöåëîãî ïîðÿäêà è
íàéäåí êðèòåðèé òàêîãî ðîñòà â òåðìèíàõ ðàñïðåäåëåíèÿ íóëåé â ñëó÷àå, êîãäà ïîñëåäíèå
ðàñïîëîæåíû íà êîíå÷íîé ñèñòåìå ëó÷åé.

ßê äîáðå âiäîìî [1, ñ. 38], öiëà ôóíêöiÿ f 6≡ 0 íåöiëîãî ïîðÿäêó ρ ∈ (0,+∞) ïîäà¹òüñÿ
ó âèãëÿäi

f(z) = zλeQ(z)L(z), (1)

äå λn � âiäìiííi âiä íóëÿ íóëi ôóíêöi¨ f , λ � êðàòíiñòü íóëÿ f â 0, Q(z) � ïîëiíîì
ñòåïåíÿ ìåíøîãî çà ρ, p � íàéìåíøå öiëå íåâiä'¹ìíå ÷èñëî òàêå, ùî

∑
n 1/|λn|p+1 < +∞,

L(z) =
∏

nE
(

z
λn

; p
)
� êàíîíi÷íèé äîáóòîê ðîäó p, p = [ρ] < ρ < p+ 1, i

E(u; p) = (1 − u) exp

(
p∑

ν=1

uν/ν

)
.

Â òåîði¨ öiëèõ ôóíêöié öiëêîì ðåãóëÿðíîãî çðîñòàííÿ Ëåâiíà-Ïôëþãåðà [1, 2] âñòà-
íîâëþþòüñÿ, çîêðåìà, íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè íà íóëi öiëî¨ ôóíêöi¨ f ïîðÿäêó ρ ∈
(0,+∞) ç iíäèêàòîðîì h, çà ÿêèõ ñïiââiäíîøåííÿ

ln |f(z)| = |z|ρh(ϕ) + o(|z|ρ) (z → ∞, ϕ = arg z ∈ [0, 2π))

âèêîíó¹òüñÿ çîâíi äåÿêî¨ âèíÿòêîâî¨ ìíîæèíè êðóãiâ íóëüîâî¨ ëiíiéíî¨ ùiëüíîñòi (C0-
ìíîæèíè). Ó âèïàäêó íåöiëîãî ïîðÿäêó, íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ ¹ iñíóâàííÿ
[1, ñ. 119] äëÿ ìàéæå âñiõ α ∈ R i ìàéæå âñiõ β ∈ R, α < β, êóòîâî¨ ùiëüíîñòi

∆(α, β) = lim
r→+∞

n(r, α, β)

rρ
,
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äå n(r, α, β) � êiëüêiñòü íóëiâ ôóíêöi¨ f â ñåêòîði {z : |z| ≤ r, α < arg z ≤ β}. Ó
âèïàäêó, êîëè íóëi ôóíêöi¨ f ðîçòàøîâàíi íà ñêií÷åííié êiëüêîñòi ïðîìåíiâ arg z = ψj ,
j ∈ {1, . . . , m}, îñòàííÿ óìîâà ðiâíîñèëüíà äî óìîâè ([1, ñ. 129]):

nj(r) = ∆jr
ρ + o(rρ) (r → +∞, ∆j ∈ [0,+∞), j ∈ {1, . . . , m}),

äå nj(r) � êiëüêiñòü íóëiâ ç êðóãà {z : |z| ≤ r}, ÿêi íàëåæàòü ïðîìåíþ arg z = ψj .
Öiëó ôóíêöiþ f íàçâåìî ôóíêöi¹þ ïîêðàùåíîãî ðåãóëÿðíîãî çðîñòàííÿ (ï.ð.çð.),

ÿêùî ïðè äåÿêèõ ρ ∈ (0,+∞) i 2π-ïåðiîäè÷íié ρ-òðèãîíîìåòðè÷íî îïóêëié ôóíêöi¨
h(ϕ) 6≡ −∞ äëÿ äåÿêîãî ρ2 ∈ (0, ρ) iñíó¹ â C âèíÿòêîâà ìíîæèíà U êðóãiâ iç ñêií÷åííîþ
ñóìîþ S ðàäióñiâ, ùî

ln |f(z)| = |z|ρh(ϕ) + o(|z|ρ2) (U 63 z = reiϕ → ∞). (2)

Âiäçíà÷èìî, ùî òàêîãî âèãëÿäó àñèìïòîòèêè çîâíi äåÿêèõ âèíÿòêîâèõ ìíîæèí âèâ-
÷àëèñü â áàãàòüîõ ïðàöÿõ (äèâ., íàïðèêëàä, [3�9]). Ïðîòå, ïèòàííÿ ïðî çíàõîäæåííÿ
íåîáõiäíèõ i äîñòàòíèõ óìîâ íà íóëi öiëî¨ ôóíêöi¨ f , çà ÿêèõ çîâíi äåÿêî¨ âèíÿòêîâî¨
ìíîæèíè êðóãiâ iç ñêií÷åííîþ ñóìîþ ðàäióñiâ âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (2) çàëèøà-
¹òüñÿ âiäêðèòèì.

Ìåòîþ äàíî¨ ñòàòòi ¹ äîâåäåííÿ íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ, ÿêå ó âèïàäêó, êîëè íóëi
ôóíêöi¨ ðîçìiùåíi íà îäíîìó ïðîìåíi, äîâåäåíå â [4].

Òåîðåìà 1. Íåõàé íóëi öiëî¨ ôóíêöi¨ f íåöiëîãî ïîðÿäêó ρ ∈ (0,+∞) ëåæàòü íà ñêií-

÷åííié ñèñòåìi ïðîìåíiâ arg z = ψj , j ∈ {1, . . . , m}, 0 ≤ ψ1 < ψ2 < . . . < ψm < 2π, i ïðè
äåÿêîìó ρ1 ∈ (0, ρ) òà êîæíîìó j ∈ {1, . . . , m}

nj(t) = ∆jt
ρ + o(tρ1) (t→ +∞, ∆j ∈ [0,+∞)). (3)

Òîäi äëÿ äåÿêîãî ρ2 ∈ (0, ρ) iñíó¹ â C òàêà âèíÿòêîâà ìíîæèíà U êðóãiâ iç ñêií÷åííîþ

ñóìîþ S ðàäióñiâ, ùî âèêîíó¹òüñÿ (2), äå

h(ϕ) =
m∑
i=1

hi(ϕ), (4)

i hi(ϕ) � 2π-ïåðiîäè÷íà ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíà íà ïðîìiæêó [ψi, ψi + 2π) ðiâíiñòþ

hi(ϕ) =
π∆i

sin πρ
cos ρ(ϕ− ψi − π). (5)

Íàâïàêè, ÿêùî íóëi öiëî¨ ôóíêöi¨ f íåöiëîãî ïîðÿäêó ρ ∈ (0,+∞) ëåæàòü íà âêàçàíié

âèùå ñêií÷åííié ñèñòåìi ïðîìåíiâ i äëÿ äåÿêîãî ρ2 ∈ (0, ρ) iñíó¹ â C òàêà âèíÿòêîâà ìíî-

æèíà U êðóãiâ iç ñêií÷åííîþ ñóìîþ S ðàäióñiâ, ùî âèêîíó¹òüñÿ (2) ç h(ϕ), âèçíà÷åíîþ
ôîðìóëîþ (4), òî ïðè äåÿêîìó ρ1 ∈ (0, ρ) òà êîæíîìó j ∈ {1, . . . , m} âèêîíó¹òüñÿ (3).

Íåõàé U(a; r) = {z : |z− a| < r}. ×åðåç c1, c2, c3, . . . ïîçíà÷à¹ìî äåÿêi äîäàòíi ñòàëi.
Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 1 ïîòðiáíi íàñòóïíi äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 1. Íåõàé 0 < ρ2 < ρ < +∞ i öiëà ôóíêöiÿ f ¹ ôóíêöi¹þ ï.ð.çð. Òîäi iñíó¹ òàêà

ïîñëiäîâíiñòü (rk), ùî

0 < rk ↑ +∞, rρk+1 − rρk = o(rρ2k ) (k → +∞), (6)

i ðiâíîìiðíî çà ϕ ∈ [0, 2π] âèêîíó¹òüñÿ

ln |f(rke
iϕ)| = rρkh(ϕ) + o(rρ2k ) (k → +∞). (7)



Äîâåäåííÿ. Íåõàé Rk = k1/δ, ρ − ρ2 < δ < 1 (ìîæåìî ââàæàòè, ùî ρ − ρ2 < 1). Òîäi
Rk+1 −Rk = 1

δ
(1+ o(1))R1−δ

k −→ +∞ ïðè k → +∞. Òîìó Rk+1 −Rk > 2S ïðè âåëèêèõ k.
Âíàñëiäîê öüîãî, iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü (rk) òàêà, ùî Rk < rk < Rk+1 i êîëà ∂U(0; rk) = {z :
|z| = rk} ç ìíîæèíîþ U âèíÿòêîâèõ êðóãiâ íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Îòæå, ïðè

⋃
k ∂U(0; rk) 3

z → ∞ âèêîíó¹òüñÿ (7). Êðiì öüîãî,

rρk+1 − rρk ≤ Rρ
k+2 −Rρ

k =
2ρ

δ
(1 + o(1))Rρ−δ

k = o(rρ2k ) (k → +∞).

Ëåìó 1 äîâåäåíî.

Ëåìà 2. ßêùî öiëà ôóíêöiÿ f íåöiëîãî ïîðÿäêó ρ ∈ (0,+∞) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè äðóãî¨

÷àñòèíè òåîðåìè 1, òî äëÿ äåÿêîãî ρ2 ∈ (0, ρ) â êîæíîìó êóòi C[ϕj ; ϕ̃j] = {z : ϕj ≤
arg z ≤ ϕ̃j}, 0 ≤ ψj < ϕj < ϕ̃j < ψj+1 < 2π, j ∈ {1, . . . , m}, ψm+1 := ψ1 + 2π, ñïðàâåäëèâà
àñèìïòîòè÷íà îöiíêà

ln |f(z)| ≥ |z|ρh(ϕ) + o(|z|ρ2) (z → ∞). (8)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé
ψj+1 − ψj ≤ min{2π, π/ρ}. (9)

Ñóìà S ðàäióñiâ âèíÿòêîâèõ êðóãiâ ìíîæèíè U , ÿêi çíàõîäÿòüñÿ â îáëàñòiGk = {z : |z| >
rk} ∩ {z : ψj < arg z < ψj+1} ïðÿìó¹ äî 0, êîëè k → +∞, äå (rk) � ïîñëiäîâíiñòü ç ëåìè
1. Òîìó ìîæíà ïðîâåñòè äâà ïðîìåíi arg z = ϕj i arg z = ϕ̃j, ψj < ϕj < ϕ̃j < ψj+1, ÿêi
âèíÿòêîâi êðóãè â ðîçãëÿäóâàíié îáëàñòi íå áóäóòü ïåðåòèíàòè, ïðè÷îìó ïðè âåëèêèõ
k ÷èñëà ϕj i ϕ̃j ìîæíà âèáðàòè äîâiëüíî áëèçüêî äî ψj i ψj+1 âiäïîâiäíî. Îòæå, ïðè
äåÿêié ñòàëié c1 íà êîëàõ ∂U(0; rk), i íà ïðîìåíÿõ arg z = ϕj i arg z = ϕ̃j ñïðàâåäëèâà
àñèìïòîòè÷íà îöiíêà

|f(z)| ≥ (1/c1) exp(|z|ρh(ϕ) − c1|z|ρ2) (z → ∞).

Äàëi, ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

F (z) = V (z)/f(z), V (z) = exp

(
m∑
j=1

π∆j

sin πρ

(
ze−i(π+ψj )

)ρ
o
− c2

(
ze−iψ

)ρ2
o

)
,

äå c2 � äîñòàòíüî âåëèêà ñòàëà,
(
ze−i(π+ψj )

)ρ
o

= |z|ρ(cos ρ(ϕ−ψj−π)+i sin ρ(ϕ−ψj−π)) �
îäíîçíà÷íà âiòêà ôóíêöi¨

(
ze−i(π+ψj )

)ρ
â êóòi {z : ψj < arg z = ϕ < ψj+2π}, à (ze−iψ)ρ2

o
=

|z|ρ2(cos ρ2(ϕ−ψ)+ i sinρ2(ϕ−ψ)) � îäíîçíà÷íà âiòêà âiäïîâiäíî¨ áàãàòîçíà÷íî¨ ôóíêöi¨
â öüîìó æ êóòi, ïðè÷îìó ψ = (ψj+1 + ψj)/2. Òîìó âçÿâøè äîñòàòíüî âåëèêó ñòàëó
c2 ïåðåêîíó¹ìîñü, ùî ôóíêöiÿ F ¹ îáìåæåíîþ íåçàëåæíîþ âiä k ñòàëîþ c1 íà ìåæi
îáëàñòi Dk = {z : rk < |z| < rk+1} ∩ {z : ϕj < arg z < ϕ̃j}. Çâiäñè, çàñòîñîâóþ÷è
ïðèíöèï ìàêñèìóìà äî êîæíî¨ îáëàñòi Dk, k ∈ N, ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî ôóíêöiÿ
F ¹ îáìåæåíîþ â êîæíîìó êóòi C[ϕj; ϕ̃j], j ∈ {1, . . . , m} äåÿêîþ ñòàëîþ c3. Îòæå, â
òàêèõ êóòàõ ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷íà îöiíêà

|f(z)| ≥ (1/c3) exp(|z|ρh(ϕ) − c2|z|ρ2) (z → ∞).

Çâiäñè îòðèìó¹ìî (8). ßêùî æ óìîâà (9) íå âèêîíó¹òüñÿ, òî êóò {z : ψj < arg z < ψj+1}
ðîçiá'¹ìî ïðîìåíÿìè íà ν ðiâíèõ êóòiâ òàê, ùîá â êîæíîìó ç íèõ âèêîíóâàëîñü (9). Òîäi,
ïðîâîäÿ÷è íàâåäåíi âèùå ìiðêóâàííÿ äî êîæíîãî òàêîãî êóòà, ïðèõîäèìî äî ïîòðiáíîãî
òâåðäæåííÿ. Ëåìó 2 äîâåäåíî.



Ëåìà 3. Íåõàé ρ ∈ (0,+∞). ßêùî öiëà ôóíêöiÿ f ¹ ôóíêöi¹þ ï.ð.çð., òî äëÿ äåÿêîãî

ρ3 ∈ (0, ρ) ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷íà îöiíêà

ln |f(z)| ≤ |z|ρh(ϕ) + o(|z|ρ3) (z = reiϕ → ∞). (10)

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ñóìà S ðàäióñiâ âèíÿòêîâèõ êðóãiâ ìíîæèíè U ¹ ñêií÷åííîþ, òî
ïðè |z| ≥ r0 iñíó¹ êîëî ∂U(z; τ) = {w : |w − z| = τ} ðàäióñà τ , τ ≤ |z|γ , 0 < γ < 1,
ÿêå âèíÿòêîâi êðóãè íå ïåðåòèíà¹. ×åðåç w̃ = |w̃|eiθ̃ ïîçíà÷èìî òî÷êó êîëà ∂U(z; τ), â
ÿêié |f(w)| ïðèéìà¹ íàéáiëüøå çíà÷åííÿ íà öüîìó êîëi. Òîäi, çàñòîñîâóþ÷è ïðèíöèï
ìàêñèìóìà ìîäóëÿ äî êðóãà U(z; τ), ïðè äåÿêîìó ρ2 ∈ (0, ρ) i z → ∞ îòðèìó¹ìî

ln |f(z)| ≤ ln max
w∈∂U(z,τ)

{|f(w)|} = ln |f(w̃)| = |w̃|ρh(θ̃) + o(|w̃|ρ2) ≤

≤ (|z| + |z|γ)ρh(θ̃) + o((|z| + |z|γ)ρ2) = |z|ρ(1 + |z|γ−1)ρh(θ̃) + o(|z|ρ2(1 + |z|γ−1)ρ2) =

= |z|ρ(1 + ρ(1 + o(1))|z|γ−1)h(θ̃) + o(|z|ρ2) = |z|ρh(θ̃) + o(|z|ρ3) =

= |z|ρh(ϕ) + |z|ρ(h(θ̃) − h(ϕ)) + o(|z|ρ3) (ρ3 < ρ). (11)

Îñêiëüêè [2, ñ. 94] ôóíêöiÿ h(ϕ) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ i |θ̃− ϕ| ≤ arcsin |z|γ−1, òî

|h(θ̃) − h(ϕ)| ≤ c4 arcsin |z|γ−1.

Çâiäñè i ç (11) âèïëèâà¹ (10). Ëåìó 3 äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 3.1. ßêùî öiëà ôóíêöiÿ f ¹ ôóíêöi¹þ ï.ð.çð., òîáòî âèêîíó¹òüñÿ (2), òî âîíà

ìà¹ ïîðÿäîê ρ i iíäèêàòîð h.

Ç ëåì 2 i 3 áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ íàñòóïíà

Ëåìà 4. ßêùî f � öiëà ôóíêöiÿ ï.ð.çð., òî äëÿ äåÿêîãî ρ4 ∈ (0, ρ) i êîæíîãî j ∈
{1, . . . , m} ðiâíîìiðíî çà ϕ ∈ [ϕj, ϕ̃j], ψj < ϕj < ϕ̃j < ψj+1, âèêîíó¹òüñÿ

J tf(ϕ) =

t∫
0

ln |f(ueiϕ)|
u

du =
tρ

ρ
h(ϕ) + o(tρ4) (t→ +∞).

Ëåìà 5. ßêùî öiëà ôóíêöiÿ f íåöiëîãî ïîðÿäêó ρ ∈ (0,+∞) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè äðóãî¨

÷àñòèíè òåîðåìè 1 i f(0) 6= 0, òî ïðè äåÿêîìó ρ7 ∈ (0, ρ) òà êîæíîìó j ∈ {1, . . . , m}

Nj(r) =

r∫
0

nj(t)

t
dt =

∆j

ρ
rρ + o(rρ7) (r → +∞, ∆j ∈ [0,+∞)), r > 0. (12)

Äîâåäåííÿ. Çàïèøåìî óçàãàëüíåíó ôîðìóëó É¹íñåíà [1, c. 188]

N(r, α, β) =
1

2π

 d

dϕ

r∫
0

J tf(ϕ)
dt

t


ϕ=β

− 1

2π

 d

dϕ

r∫
0

J tf(ϕ)
dt

t


ϕ=α

+
1

2π

β∫
α

ln |f(reiϕ)| dϕ,

(13)



äå N(r, α, β) =
∫ r

0
n(t,α,β)

t
dt, n(t, α, β) � êiëüêiñòü íóëiâ ôóíêöi¨ f â ñåêòîði {z : |z| ≤

t, α ≤ arg z ≤ β} i J tf (ϕ) � ôóíêöiÿ ç ëåìè 4. Íåõàé ρ4 ∈ (0, ρ) � ÷èñëî ç ëåìè 4,
µ = (ρ − ρ4)/2 i q = r−µk , äå (rk) � ïîñëiäîâíiñòü ç ëåìè 1. Äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, . . . , m}
âèáåðåìî ÷èñëà α i β òàê, ùîá ψj−1 < α < ψj < β < ψj+1, äå ψ0 = ψm−2π, ψm+1 = ψ1+2π.
Òîäi ç (13), ïîäiáíî ÿê i â [1, ñ. 199], ìà¹ìî

Nj(rk) =
1

q2

β+q∫
β

 α+q∫
α

Nj(rk) dα∗

 dβ∗ =

=
1

2π


rk∫

0

J tf (β + q) − J tf(β)

q

dt

t
−

rk∫
0

J tf (α+ q) − J tf(α)

q

dt

t

+

+
1

2πq2

β+q∫
β

 α+q∫
α

 β∗∫
α∗

ln |f(rke
iϕ)| dϕ

 dα∗

 dβ∗. (14)

Çà ëåìîþ 4, îòðèìó¹ìî

J tf(β + q) − J tf (β) =
tρ

ρ
(h(β + q) − h(β)) + o(tρ4) (t→ +∞), (15)

i, ïîäiáíî,

J tf(α + q) − J tf (α) =
tρ

ρ
(h(α + q) − h(α)) + o(tρ4) (t→ +∞). (16)

Îñêiëüêè â êîæíîìó êóòi {z : ψj < arg z < ψj+1}, j ∈ {1, . . . , m}, iíäèêàòîð h ¹
òðèãîíîìåòðè÷íèì i sinx

x
= 1 + o(x) (x → 0), òî h(β+q)−h(β)

q
= h′(β) + o(q), q → 0. Òîìó ç

(15) i (16) ïðè k → +∞ îòðèìó¹ìî

rk∫
0

J tf(β + q) − J tf(β)

q

dt

t
=
rρk
ρ2

h(β + q) − h(β)

q
+ o(rρ5k ) =

rρk
ρ2
h′(β) + o(rρ5k ) (ρ5 < ρ), (17)

rk∫
0

J tf(α + q) − J tf (α)

q

dt

t
=
rρk
ρ2

h(α + q) − h(α)

q
+ o(rρ5k ) =

rρk
ρ2
h′(α) + o(rρ5k ) (ρ5 < ρ). (18)

Êðiì öüîãî, çà ëåìîþ 1, ïðè k → +∞ ìà¹ìî

β∗∫
α∗

ln |f(rke
iϕ)| dϕ = rρk

β∗∫
α∗

h(ϕ) dϕ+ o(rρ2k ) (ρ2 < ρ).

Äî òîãî æ, ñêîðèñòàâøèñü òåîðåìîþ ïðî ñåðåäí¹ äëÿ ïîäâiéíèõ iíòåãðàëiâ, ïðè k → +∞
îäåðæèìî

1

q2

β+q∫
β

 α+q∫
α

 β∗∫
α∗

ln |f(rke
iϕ)| dϕ

 dα∗

 dβ∗ =
rρk
q2

β+q∫
β

 α+q∫
α

 β∗∫
α∗

h(ϕ) dϕ

 dα∗

 dβ∗+



+o(rρ2k ) = rρk

β̃∫
α̃

h(ϕ) dϕ+ o(rρ2k ) = rρk

 β∫
α

h(ϕ) dϕ+

β̃∫
α̃

h(ϕ) dϕ−
β∫
α

h(ϕ) dϕ

+ o(rρ2k ),

(19)

äå α < α̃ < α + q, β < β̃ < β + q. Àëå∣∣∣∣∣∣∣
β̃∫
α̃

h(ϕ) dϕ−
β∫
α

h(ϕ) dϕ

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
α̃∫
α

|h(ϕ)| dϕ+

β̃∫
β

|h(ϕ)| dϕ < 2c5q = c6r
−µ
k . (20)

Îòæå, ç (14), (17)�(20) âèïëèâà¹, ùî äëÿ äåÿêîãî ρ6 ∈ (0, ρ) i êîæíîãî j ∈ {1, . . . , m}

Nj(rk) =
rρk

2πρ2
sf(α, β) + o(rρ6k ) (k → +∞),

äå

sf(α, β) = h′(β) − h′(α) + ρ2

β∫
α

h(ϕ) dϕ. (21)

Äàëi, äëÿ êîæíîãî r > r1 iñíó¹ k òàêå, ùî rk ≤ r < rk+1. Îñêiëüêè ôóíêöi¨ Nj(r),
j ∈ {1, . . . , m}, ¹ íåñïàäíèìè, òî çà óìîâè (6), ïðè r → +∞

Nj(r) ≤ Nj(rk+1) =
rρk+1

2πρ2
sf(α, β) + o(rρ6k+1) =

rρk
2πρ2

sf(α, β) + o(rρ7k ) ≤

≤ rρ

2πρ2
sf(α, β) + o(rρ7) (ρ7 < ρ).

Ç iíøîãî áîêó, çà óìîâè (6), ïðè r → +∞

Nj(r) ≥ Nj(rk) =
rρk

2πρ2
sf(α, β) + o(rρ6k ) =

rρk+1

2πρ2
sf(α, β) + o(rρ7k+1) ≥

≥ rρ

2πρ2
sf(α, β) + o(rρ7) (ρ7 < ρ).

Ç îñòàííiõ íåðiâíîñòåé âèïëèâà¹, ùî äëÿ äåÿêîãî ρ7 ∈ (0, ρ) i êîæíîãî j ∈ {1, . . . , m}

Nj(r) =
rρ

2πρ2
sf(α, β) + o(rρ7) (r → +∞), (22)

äå ôóíêöiÿ sf (α, β) âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ (21). Íåõàé i > j. Òîäi, ÿêùî α ≤ ϕ ≤ β, òî
ψi ≤ ϕ+ 2π ≤ ψi + 2π, i ç (5) îòðèìó¹ìî

hi(ϕ) = hi(ϕ+ 2π) =
π∆i

sin πρ
cos ρ(ϕ− ψi + π). (23)

Òîìó

h′i(β) − h′i(α) + ρ2

β∫
α

hi(ϕ) dϕ = 0. (24)



ßêùî æ i < j, i α ≤ ϕ ≤ β, òî ψi ≤ ϕ < ψi +2π, hi(ϕ) ìà¹ âèãëÿä (5) i âèêîíó¹òüñÿ (24).
Íåõàé i = j. ßêùî α ≤ ϕ ≤ ψj , òî ψj ≤ ϕ+2π ≤ ψj+2π, i hj(ϕ) = hj(ϕ+2π) âèçíà÷à¹òüñÿ
ôîðìóëîþ (23). ßêùî æ ψj ≤ ϕ ≤ β, òî ψj ≤ ϕ < ψj +2π, i hj(ϕ) âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ
(5). Òîìó,

h′j(β) − h′j(α) + ρ2

β∫
α

hj(ϕ) dϕ = h′j(β) − h′j(α) + ρ2

 ψj∫
α

+

β∫
ψj

hj(ϕ) dϕ = 2πρ∆j.

Çâiäñè i ç (4), (21), (22) i (24) îòðèìà¹ìî (12). Ëåìó 5 äîâåäåíî.

Ëåìà 6. Íåõàé ρ ∈ (0,+∞), ∆j ∈ [0,+∞), j ∈ {1, . . . , m}. Äëÿ òîãî, ùîá ïðè äåÿêîìó

ρ1 ∈ (0, ρ) òà êîæíîìó j ∈ {1, . . . , m} âèêîíóâàëîñü (3), íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá ïðè

äåÿêîìó ρ7 ∈ (0, ρ) òà êîæíîìó j ∈ {1, . . . , m} âèêîíóâàëîñü (12).

Äîâåäåííÿ ëåìè 6 ìiñòèòüñÿ â äîâåäåííi ëåìè 3 ç [4, ñ. 143].

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. Ïðè äîâåäåííi, äëÿ ïðîñòîòè ââàæàòèìåìî, à öå íå çìåíøó¹ çà-
ãàëüíîñòi, ùî ó çîáðàæåííi (1) λ = 0 i Q(z) = 0. Òâåðäæåííÿ äðóãî¨ ÷àñòèíè òåîðåìè
áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç ëåì 5 i 6. Äîâåäåìî ïåðøó ÷àñòèíó. Ìà¹ìî f(z) =

∏m
j=1Lj(z),

äå Lj � êàíîíi÷íèé äîáóòîê, ïîáóäîâàíèé ïî íóëÿõ ôóíêöi¨ f , ÿêi ëåæàòü íà ïðîìå-
íi arg z = ψj , i âèêîíó¹òüñÿ (3). Çà òåîðåìîþ 2 ç [4, ñ. 149], çîâíi êîæíî¨ âèíÿòêîâî¨
ìíîæèíè Uj ⊂ C, j ∈ {1, . . . , m}, êðóãiâ iç ñêií÷åííîþ ñóìîþ ðàäióñiâ ïðè z → ∞
âèêîíó¹òüñÿ

ln |Lj(z)| = |z|ρhj(ϕ) + o(|z|ρ2) (ρ2 < ρ),

äå ôóíêöiÿ hj(ϕ) âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (5). Òîìó iñíó¹ òàêà âèíÿòêîâà ìíîæèíà U =⋃m
j Uj êðóãiâ â C iç ñêií÷åííîþ ñóìîþ ðàäióñiâ, ùî

ln |f(z)| =
m∑
j=1

ln |Lj(z)| = |z|ρ
m∑
j=1

hj(ϕ)+o(|z|ρ2) = |z|ρh(ϕ)+o(|z|ρ2) (U 63 z = reiϕ → ∞).

Òåîðåìó 1 äîâåäåíî.

Ç òåîðåìè 1 ÿê íàñëiäîê âèïëèâà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2. Äëÿ òîãî, ùîá öiëà ôóíêöiÿ f íåöiëîãî ïîðÿäêó ρ ∈ (0,+∞) ç íóëÿìè

íà ñêií÷åííié êiëüêîñòi ïðîìåíiâ arg z = ψj , j ∈ {1, . . . , m}, 0 ≤ ψ1 < ψ2 < . . . <
ψm < 2π, áóëà ôóíêöi¹þ ï.ð.çð. ç iíäèêàòîðîì h, âèçíà÷åíèì ôîðìóëîþ (4), íåîáõiäíî

i äîñòàòíüî, ùîá ïðè äåÿêîìó ρ1 ∈ (0, ρ) òà êîæíîìó j ∈ {1, . . . , m} âèêîíóâàëîñü (3).

Çàóâàæåííÿ. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ (3), òî [5] äëÿ öiëî¨ ôóíêöi¨ f íåöiëîãî ïîðÿäêó ρ ∈
(0,+∞) ç iíäèêàòîðîì h ñïiââiäíîøåííÿ ln |f(z)| = |z|ρh(ϕ) + o(|z|ρ) (z → ∞) âèêî-
íó¹òüñÿ çîâíi äåÿêî¨ âèíÿòêîâî¨ ìíîæèíè êðóãiâ iç ñêií÷åííîþ ñóìîþ ðàäióñiâ, à (2)
âèêîíó¹òüñÿ [6] çîâíi äåÿêî¨ C0�ìíîæèíè, à òàêi ìíîæèíè íå îáîâ'ÿçêîâî ïîêpèâàþ-
òüñÿ êpóãàìè iç ñêií÷åííîþ ñóìîþ pàäióñiâ. Êðiì öüîãî, ïðè âèêîíàííi (3) iñíó¹ [8] öiëà
ôóíêöiÿ f ïîðÿäêó ρ ∈ (0,+∞), äëÿ ÿêî¨ (2) âèêîíó¹òüñÿ çîâíi äåÿêî¨ âèíÿòêîâî¨ ìíî-
æèíè êðóãiâ iç ñêií÷åííîþ ñóìîþ ðàäióñiâ. Äîñòàòíþ ÷àñòèíó òåîðåìè 1 ìîæíà òàêîæ
îòðèìàòè ç [7].
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